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In dit leerboek wordt de rekenkunde behandeld geheel van 
het begin af, zonder dat daarbij eenige feitelijke wiskundige kennis 
van den lezer aangenomen wordt. Een beroep op bekend onder- 
stelde dingen is dan ook nergens geschied (van eenige geheel 
bijkomstige opmerkingen afgezien), ook niet stilzwijgend, zoodat 
van al het behandelde de motiveering in het boek zelf te vinden 
is. Dit wil natuurlijk niet zeggen, dat het daarom geschikt ís om 
de rekenkunde er uit te leeren als men nog in het geheel niets 
van wiskunde weet, daar (zooals bij vluchtig inzien reeds kan 
blijken) een zekere rijpheid van oordeel en vertrouwdheid met 
de eerste beginselen der bewijsvoering ondersteld wordt. Het 
doel is dan ook geweest den lezer, die de eenvoudigste reken- 
kundige eigenschappen reeds kent en de gewone routine in het 
rekenen bezit, te doen zien op welke wetenschappelijke grond- 
slagen deze hem bekende zaken berusten. Hierbij zij vooral 
gewezen op de vorming van het begrip „natuurlijk getal” met 
de daaraan verbonden eigenschappen, op de behandeling van de 
algemeen bekende schrijfwijze dier natuurlijke getallen in een 
talstelsel met de verklaring der niet minder bekende reken- 
operaties (optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en deelen), zooals 
deze in een talstelsel worden uitgevoerd, alsook op de Anvoe- 
ringswijze der negatieve geheele getallen en de daarop steunende 
bewijzen voor de geldigheid van de bekende rekenwetten der 
optelling en vermenigvuldiging (commutatieve eigenschap enz.) 
ook na die invoering. Ongetwijfeld zal bestudeering dezer onder- 
werpen, waarvoor in dít leerboek een groote plaats ís ingeruimd, 
een dieper inzicht in- deze belangrijke zaken verschaffen en tot 
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vorming van een juist en helder begrip dienaangaande mede- 
werken, iets dat aan het wiskundig inzicht in het algemeen 
ongetwijfeld ten goede zal komen. 

Zonder slaafs de exameneischen te volgen is dit leerboek in 
het bijzonder bestemd voor studeerenden voor de akte Ki. Het 
stelt hun in staat zich omtrent de behandelde onderwerpen vol- 
ledig te oriënteeren, zoodat zij, als het leerboek ín zijn geheel 
verschenen is, daarin een volledig overzicht over de rekenkunde, 
voor zoover hun studie betreft, zullen bezitten met aanwijzing 
van allerlei verwante onderwerpen, die min of meer daarbuiten 
vallen. Bovendien zal de lezer verschillende onderwerpen aan- 
treffen, die gewoonlijk tot de hoogere stelkunde gerekend worden, 
maar die, ten gevolge van het nauwe verband tusschen reken- 
en stelkunde moesten worden opgenomen. Zoo vindt men in 
dit deel de leer der permutaties en combinaties (ook herhalings- 
combinaties en permutaties bij gelijke elementen) behandeld, 
alsmede het binomium van NEwToON en de formule voor de nde 
macht van een veelterm. 

Er zij hier nog op gewezen welke onderdeelen voor de studie 
voor Ki voornamelijk van belang zijn. Vooreerst noemen we de 
eigenschappen der optelling, vermenigvuldiging en machtsver- 
heffing, inzonderheid de commutatieve, associatieve en distribu- 
tieve eigenschappen (n°. 38—59, 89—106, 117—126); vervolgens 
de bewijsmethode door volledige inductie (n°. 62—64), de merk- 
waardige producten en quotiënten (n°. 163—166, 322, 631 —632), 
de voor de rekenkunde zoo bij uitstek belangrijke theorie der 
deelbaarheid en ontbinding ín priemfactoren (n°. 167—181, 
184—212, 391 —392, 402—403), de beteekenis van het getal nul 
(n°. 308—316), de theorie der permutaties en combinaties (n°. 
324—343), het binomium van Newton en de formule voor de 
n‘° macht van een polynomium (n°. 353—358, 363—369, 633—634), 
de stellingen van Fermat en Euler (n°. 384—390), die bij allerlei 
rekenkundige quaesties, b.v. kenmerken van deelbaarheid, een 
rol spelen (zie n°. 716, 733 en 735), de formules voor het 
aantal, de som en het product der deelers van een getal (n°. 
393—400), de theorie der onbepaalde vergelijkingen (n°. 642—669), 
de kenmerken van deelbaarheid (n°. 696—722, 727749, 
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1753—755, 760—767, 774—780) en de formule van Legendre ter 
ontbinding van n! (n°. 831—838). 

Gewenscht is meer dan de opgenoemde nummers te bestudeeren, 
waarbij men echter veilig die, welke in den inhoud met * gemerkt 
zijn, kan overslaan. Natuurlijk ís hiermede geenszins gezegd, 
dat het in de gemerkte nummers voorkomende onbelangrijk is; 
integendeel zal de lezer, die de rekenkunde om haar zelf bestu- 
deert, daarin, naar wij hopen, aanleiding tot verdere studie vinden. 


HOOFDSTUK 1. 


NATUURLIJKE GETALLEN. 


S 1. Natuurlijke getallen in verband met het tellen. 


1. Definitie der natuurlijke getallen. Onder de natuurlijke 

getallen verstaat men de rij teekens 
AEN TTR EE (1) 

waarbij op ieder getal t) een ander getal volgt. Ook gaat aan 
ieder getal een ander getal vooraf, behalve aan het getal 1, waar- 
mede de rij begonnen wordt. 

ledere twee teekens der rij (1) worden verschillend gedacht. 

Daar op ieder getal!) der rij weer een ander volgt, is deze 
niet in haar geheel neer te schrijven; d. w. z. men kan niet een 
getal aanwijzen, waarmede de rij eindigt. Dit bedoelt men als 
men zegt, dat de rij oneindig voortloopt. 


2. Definitie van grooter en kleiner. Is 7 een natuurlijk 
getal, dan worden de getallen, die bij het neerschrijven der rij 
(1) na rn worden neergeschreven, grooter dan n genoemd, ter- 
wijl men n Kleiner dan deze getallen noemt. Is p een dier 
getallen, dan schrijft men dit op een der twee volgende wijzen: 

pn (lees: p grooter dan 7), 
n<p (lees: n kleiner dan p) ®). 


1) Zoolang nog geen andere getallen zijn ingevóerd is met „getal” 
steeds een natuurlijk getal bedoeld. 

2) Men zou met de invoering van het teeken > kunnen volstaan, 
daar n < p ook als p > n te schrijven is. Het levert echter gemak op 
zoowel de eene als de andere schrijfwijze te kunnen kiezen. 
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Zoowel het een als het ander drukt uit, dat men bij het neer- 
schrijven der rij (1) het getal n eerder bereikt dan het getal p. 


8. Uit de in n°. 2 gegeven definitie volgt: 

Zijn m en n twee verschillende getallen, dan geldt steeds één 
en slechts één der betrekkingen: 

MAS (DAE EN 

Laat. men ook de mogelijkheid toe, dat m en n hetzelfde getal 
voorstellen, in welk geval men m en n gelijk noemt (in formule 
m=n), dan kan men de eigenschap ook zoo uitspreken: 

Bij twee getallen m en n geldt steeds één en slechts één der 
drie betrekkingen: 

ND lS 

In de beide laatste gevallen noemt men m en n ongelijk en 

schrijft dit: 
mn. 


4, Uit de definitie van n®. 2 volgt verder, daf voor ieder 
getal n geldt: 
fils 
waarbij = een afkorting voor „> of =” ís. Dit kan ook zoo 
worden uitgedrukt, daf / het kleinste getal is. 
Er is echter geen grootste getal, daar op ieder getal een ander 
volgt, dat krachtens de definitie van n®. 2 grooter is. 


5. Transitieve eigenschap van het begrip grooter. De be- 
trekking (of het praedicaat) „grooter” heeft de volgende eigenschap: 

Geldt voor de getallen m,n en p: 
De RL (2) 
dan is ook: 

Pazin; (3) 

Immers de eerste ongelijkheid (2) drukt uit, dat, als bij het 
neerschrijven der rij (1) het getal p wordt neergeschreven, n 
reeds neergeschreven is, terwijl verder uit de tweede ongelijk- 
heid (2) volgt, dat dan ook m reeds neergeschreven is. Hieruit 
besluit men tot (3). 


6. De eigenschap van n°. 5 wordt de transiítieve eigenschap 
(eigenschap van het overdraagbaar zijn) van het praedicaat 
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„grooter” genoemd. De beide praedicaten > kunnen nl. van 
de getallenparen p‚, n en n, m op het getallenpaar p‚, m worden 
overgedragen; hierbij worden de getallenparen p, n enn, m door 
weglating van het gemeenschappelijke getal n tot p, m samen- 
getrokken. 

Men kan de eigenschap van n°. 5 natuurlijk even goed met 
het teeken < formuleeren, zoodat ook het praedicaat < de 
transitieve eigenschap bezit !). 

Opgemerkt zij nog, dat de beide ongelijkheden (2) ook korter 
aldus geschreven worden: 

Deet Mm, (4) 

De transitieve eigenschap drukt dan uit, dat men uit (4) het 
middelste getal n en een der teekens > kan weglaten. 


7. Grondeigenschappen van getallen. De eigenschap van 
n°. 3 en de transitieve eigenschap van het praedicaat > behooren 
tot een groep van eigenschappen, die de grondeigenschappen 
der getallen genoemd worden. Hieronder verstaat men die eigen- 
schappen der getallen, die slechts kunnen worden bewezen door 
van de definities der getallen gebruik te maken. 

Door na elkaar dezelfde of verschillende grondeigenschappen 
toe te passen kan men daaruit andere eigenschappen afleiden, 
die afgeleide eigenschappen heeten. 


8. Een voorbeeld van een afgeleide eigenschap is: 
Geldt voor de getallen m,n, p, 4: 


Gees pren en Iben 


(of kortweg geschreven q > p > n > m), dan is: 
dan: 


Uit g >p >n volgt nl. q > n, waarna men uit q > n > m 
verder tot q > m besluit. Bij dit bewijs is tweemaal de grond- 
eigenschap van n®. 5 toegepast. 

Het is duidelijk, dat de transitieve eigenschap ook tot meer dan 
wier getallen is uit te breiden. 


1) Ook het praedicaat —= bezit de transitieve eigenschap. Dit is 
echter iets geheel van zelf sprekends, daar bij natuurlijke getallen het 
gelijk zijn beteekent geheel hetzelfde zijn. 
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9. Zooals men aan het bewijs van n°. 8 kan waarnemen, is 
het kenmerkende van een afgeleide eigenschap, dat deze bewezen 
kan worden zonder op de definitie der getallen ín te gaan, uit- 
sluitend door grondeigenschappen aan elkaar te rijgen. Neemt 
men de eigenschap van n°. 5 aan, dan heeft men zich bij het 
bewijs van n°. 8 niet om de beteekenis van de letters en van 
het teeken > te bekommeren. 


10. De onderscheiding tusschen grondeigenschappen en afge- 
leide eigenschappen levert het voordeel, dat men bij latere uit- 
breidingen van het getalbegrip (achtereenvolgens tot aantallen, 
geheele getallen, meetbare getallen en reëele getallen), waarbij 
de letters iets anders dan natuurlijke getallen voorstellen en 
ook het teeken > een andere beteekenis heeft (evenals de later 
in te voeren teekens + en X), slechts de grondeigenschappen 
heeft aan te toonen om verzekerd te zijn, dat de gewone reken- 
regels geldig gebleven zijn. De afgeleide eigenschappen gelden 
dan nl. ook, daar de bewijzen dier afgeleide eigenschappen uit 
de grondeigenschappen onveranderd gebleven zijn. 

Genoemde onderscheiding levert daardoor een groot voordeel, 
daar ze ons ontslaat de afgeleide eigenschappen (die talrijker en 
gecompliceerder zijn dan de grondeigenschappen) telkens opnieuw 
aan te toonen. 


11. Tellen van een hoeveelheid. Wanneer men de dingen 
of elementen van een hoeveelheid?) (of verzameling) een voor 
een aanwijst en daarbij dit aanwijzen vergezeld doet gaan van 
het neerschrijven der getallen van derij (1) (of het uitspreken 
derewoorders eens (Ween KEUNE ENZ ZES tiens da ENNE 
elementen der hoeveelheid telt. Ondersteld wordt daarbij, dat bij 
het aanwijzen van een element der hoeveelheid één en slechts één 
getal wordt neergeschreven (of uitgesproken) en dat een reeds 
aangewezen element niet nog eens wordt aangewezen; hiervoor 


1) Wanneer we van een hoeveelheid spreken wordt, zoo het tegen- 
deel niet gezegd is, aangenomen, dat die hoeveelheid minstens één 
element bevat. 
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kan b.v. gezorgd worden door de aangewezen elementen te 
merken *) of uit de hoeveelheid te verwijderen. 


12. Het getal, waarvan het neerschrijven (of uitspreken) verge- 
zeld gaat van het aanwijzen van een bepaald element eener 
hoeveelheid H, wordt het rangnummer van dit element genoemd. 
Is dit rangnummer fr, dan noemen we het bijbehoorende element 
ook het rde element van HS; gewoonlijk wijzen we dit aan als £,. 

Bevat de hoeveelheid meer dan één element, dan hangt het 
natuurlijk geheel van onze willekeur af welk harer elementen £, 
heet, dus welk het element met rangnummer 1 is, daar bij het 
neerschrijven van het getal 1 het daarbij aan te wijzen element 
van A naar willekeur uit de elementen van HM gekozen kan 
worden. lets dergelijks geldt voor ZE, enz. Het rangnummer 
van een bepaald element van M ís dus niet door de hoeveelheid 
bepaald, maar hangt van de wijze van tellen af. 


13. Bij het tellen der elementen van een hoeveelheid H kan 
het voorkomen, dat op een zeker oogenblik alle elementen van 
H zijn aangewezen, dus voorzien van een rangnummer. De 
telling is dan afgeloopen. | 

Is n het rangnummer van het element, met het aanwijzen waar- 
van de telling besloten wordt, dan wordt n het resultaat der 
telling genoemd. 

Het is echter niet zeker, dat een telling tot een resul- 
taat voert, daar het kan voorkomen, dat de telling nooit afloopt, 
dus dat er nog steeds elementen zonder rangnummer overblijven 
hoe lang men ook met tellen doorgaat (nader hierover in n°. 
26—31 en $ 8 van dit hoofdstuk). 


14. Is „ het resultaat der telling van een hoeveelheid A, dan 
zijn de daarbij toegekende rangnummers de getallen, die S= n 
zijn. Is N de hoeveelheid dier getallen, dan behoort dus bij ieder 
element van H één en slechts één getal van N (het rangnum- 


1) De te tellen dingen behoeven niet materieel te zijn, maar kun- 
nen ook begrippen zijn. Het woord „merken” is dan natuurlijk niet 
letterlijk op te vatten. 
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mer van dat element) en omgekeerd bij ieder getal van N één 
en slechts één element van H. 

Men drukt dit uit door te zeggen, dat er een een-eenduidige 
correspondentie of verwantschap (wijze van bijeenbehooren) bestaat 
tusschen de elementen van H en de getallen van N. Ook zegt 
men dan, dat de hoeveelheid H afgebeeld is op de hoeveelheid 
N der getallen, die S n zijn. Het tellen der hoeveelheid (of 
liever van de elementen daarvan) is het proces, waardoor men 
tracht zulk een afbeelding voor een of ander getal n tot stand 
te brengen. 


15. Hoofdeigenschap van het tellen. Onder een deel D 
van een hoeveelheid H verstaat men een hoeveelheid, waarvan 
ieder element ook element van H is (onverschillig of het omge- 
keerde al dan niet geldt). In het bijzonder is dus ook H zelf 
een deel van 

Is het deel D van H niet met H identiek, d. w. z. bevat H 
minstens één element, dat niet tot D behoort (of, anders gezegd, 
is H geen deel van D), dan wordt D een echt deel van H 
genoemd. 


16. Onderstel, dat de hoeveelheid H afgebeeld is op de hoe- 
veelheid N der getallen, die S n zijn. Zij het deel D van H 
eveneens op N afgebeeld. De eerste afbeelding noemen we 4, 
de tweede A’. 

Zij E,‚ het element van M, dat bij de afbeelding A met het 
getal 1 correspondeert, en £’ het element van D, dat bij de 
afbeelding A/ met 1 correspondeert. Zijn de elementen £, en 
E‚’ verschillend, dan brengen we in de afbeelding A die wijzi- 
ging, dat we de elementen £, en £’ verwisselen. D.w.z. we 
laten Er met l“correspondeeren én, metshet setalsdatmbijnde 
afbeelding A aanvankelijk met £,’ correspondeerde. De afbeel- 
ding, waarin A op deze wijze overgaat, noemen we A,; zijn E, 
en ZE’ hetzelfde, in welk geval de genoemde wijziging achter- 
wege blijft, dan verstaan we onder A; de afbeelding A zelf. In 
elk geval is 4, dus een afbeelding van H op N, waarbij met 
het getal 1 hetzelfde element correspondeert als bij de afbeelding A’. 

Zij verder E, het element van H, dat bij de afbeelding A,, en 
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E‚’ het element van D, dat bij de afbeelding A’ met het getal 2 
correspondeert. Zijn E en E‚’ verschillend, dan brengen we in 
de afbeelding A, de wijziging bestaande in het verwisselen van 
E, en E‚. Hierdoor ontstaat een afbeelding A, (die, als E, en 
E,’ hetzelfde zijn, dezelfde is als A,) van H op N, waarbij met 
de getallen 1 en 2 dezelfde elementen correspondeeren als bij 
de afbeelding A. 

Zoo doorgaande kan men een afbeelding A; van H op N vor- 
men, waarbij met de getallen 1, 2 en 3 dezelfde elementen 
correspondeeren als bij de afbeelding A’, enz., waardoor men 
ten slotte een afbeelding A„ van HM op N verkrijgt, waarbij ieder 
getal van MN met hetzelfde element correspondeert als bij de 
afbeelding A’. Hierin ligt opgesloten, dat ieder element van H 
tot D behoort, dus dat het deel D van H met H identiek is. 


17. In n°. 16 is gebleken, dat, als een hoeveelheid HZ en een 
deel D van H beide op de hoeveelheid N der getallen, die ZS n 
zijn, zijn afgebeeld, D met A identiek is. Hieruit volgt: 

ls een hoeveelheid H op de hoeveelheid N der getallen, die 
Ss n zijn, afgebeeld, dan is een echt deel van H niet op N af 
te beelden. 


18. Uit deze eigenschap leidt men verder af: 

Het is niet mogelijk, dat een hoeveelheid H zoowel op de 
hoeveelheid M der getallen S< m als op de hoeveelheid N der 
getallen < n is af te beelden, m +n ondersteld. 

Immers heeft men m < n en is H op N afgebeeld, dan ont- 
staat uit die afbeelding, door de getallen > m en de correspon- 
deerende elementen van A weg te laten, een afbeelding van een 
echt deel van MZ op M. Dit ís volgens de eigenschap van n°. 17 
niet te vereenigen met een afbeelding van H op M. 


19. Uit het in n°. 17 en 18 gevondene blijkt: 

Is n het resultaat eener telling van een hoeveelheid H, dan 
voert ook iedere andere telling van H tot dit resultaat. 

De eigenschap van n°. 18 drukt nl. uit, dat het uitgesloten is, 
dat bij een tweede telling de hoeveelheid reeds met het mede 
element is uitgeput, waarin mt < n is (d. w. z. dat alle elementen 
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van H zijn aangewezen als het getal m is neergeschreven). Verder 
is het volgens de eigenschap van n°. 17 uitgesloten, dat de hoe- 
veelheid met het nê° element nog niet is uitgeput (dus uitge- 
sloten, dat er rangnummers > n verschijnen). 

De eigenschap betreffende de ondubbelzinnigheid van het resul- 
taat eener telling noemen we de hoofdeigenschap van het tellen. 
Ook spreekt men wel van de hoofdeigenschap der rekenkunde *). 


20. Aantal elementen van een hoeveelheid. Is bij een hoe- 
veelheid H het resultaat eener telling zn, dan hangt het getal z 
volgens de eigenschap van n°. 19 alleen van de beschouwde 
hoeveelheid en niet van de wijze van tellen af. Dit getal r 
wordt het aantal elementen der hoeveelheid genoemd, terwijl men 
ook zegt, dat de hoeveelheid n elementen bevat. 


21. Wanneer we zeggen, dat het aantal elementen eener hoe- 
veelheid alleen van die hoeveelheid afhangt, wordt natuurlijk 
ondersteld, dat niet alleen de hoeveelheid, als één geheel beschouwd, 
gegeven is, maar ook nog wat onder elementen der hoeveelheid 
te verstaan is, dus welke gedeelten der hoeveelheid men met den 
naam van elementen wenscht te bestempelen. Bij het tellen van 
een partij schoenen b.v. maakt het verschil of men iederen schoen 
als een element der hoeveelheid beschouwt, dan wel onder een 
element een paar bijeenbehoorende schoenen verstaat. 


22. Zegt men van een hoeveelheid H, dat ze n elementen 
bevat, dan wil dit zeggen, dat H op de hoeveelheid N der getal- 
len, die S n zijn, is af te beelden. Deze afbeelding is zeker 
mogelijk als de hoeveelheid H met N identiek is, daar men dan 
met ieder getal van H datzelfde getal (als getal van N) kan laten 
correspondeeren, dus aan ieder getal van M dat getal zelf als 
rangnummer kan toekennen. Hieruit besluit men: 

Het aantal getallen, die S n zijn, bedraagt n. 


1) Deze eigenschap wordt soms ten onrechte als een axioma beschouwd. 
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Dit doet tevens zien, dat er voor ieder getal n hoeveelheden 
bestaan, die n tot aantal hebben. 


23. Bevatten twee hoeveelheden H en H’ beide n elementen, 
dan kunnen ze beide op de in n®. 22 beschouwde hoeveelheid 
N worden afgebeeld. Daardoor zijn H en H’ ook op elkaar 
afgebeeld, daar men een element van HM en een van H’ als 
correspondeerend kan beschouwen als ze bij de afbeelding op MN 
hetzelfde rangnummer bezitten *). 

Is omgekeerd gegeven, dat A en H’ op elkaar zijn af te beel- 
den, en bevat H n elementen, dan geldt dit ook voor H’; immers 
men kan de rangnummers van de elementen van H op de 
correspondeerende elementen van H’ overdragen, waardoor men 
een afbeelding van H’ op N verkrijgt *). 

We vinden dus: 

Bevat de hoeveelheid H n elementen, dan bevat de hoeveel- 
heid H’ dan en alleen dan n elementen als H en H’ op elkaar 
kunnen worden afgebeeld. 


24. Aantal elementen van een deel eener hoeveelheid. Zij 
H een hoeveelheid met „ elementen en D een echt deel (zie 
n°. 15) van H. Men kan nu de telling van H zoo uitvoeren, 
dat men, bij het toekennen van rangnummers aan de elementen 
van H, steeds elementen van D kiest zoolang D nog niet ís 
uitgeput (dus zoolang nog níet alle elementen van D zijn aan- 
gewezen). Men verkrijgt daardoor een telling van D, welke tel- 
ling afloopt (dus tot een resultaat voert), daar ze het begin vormt 
van een telling van H, die afloopt. 

Is m het resultaat der telling van D, dan is noodzakelijk 
m<n, daar men anders bij voortzetting der telling (waardoor 
een telling van MH ontstaat) elementen van H zou krijgen met 
rangnummers, die > n zijn, in strijd met de omstandigheid, dat 
n het resultaat van iedere telling van H is. We vinden dus: 

ls H een hoeveelheid met n elementen en D een echt deel van 
H, dan is het aantal m der elementen van D kleiner dan n. 

Is slechts gegeven, dat D een deel van H is, dan kan men 


1) Vergelijk de eigenschap van n°. 216, 
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slechts tot m Zn besluiten, waarbij het teeken = geldt als D 
met H identiek is. 


25. Is H een hoeveelheid met n elementen en is de hoeveelheid 
H’ af te beelden op een echt deel D van H, dan bevat H” (vol- 
gens de eigenschap van n°. 283) m elementen, waarin m het aantal 
elementen van D is. Volgens de eigenschap van n°. 24 is nu 
Pasen 

Is van de hoeveelheid H’ omgekeerd gegeven, dat ze m elemen- 
ten bevat voor m < n, dan kan men daaruit besluiten, dat H’ 
op een echt deel van H ís af te beelden. Immers uit de afbeel- 
ding van H op de hoeveelheid N der getallen < n leidt men, 
door weglating van de rangnummers >'m met de bijbehoorende 
elementen van H, een afbeelding af van een echt deel D van H 
op de hoeveelheid M der getallen < m. Daar ook de hoeveel- 
heid ‘H- op M is af te beelden, is. A’ af te beelden. op”D. 

We vinden dus: 

ls H een hoeveelheid met n elementen, dan bevat de hoeveel- 
heid H’ dan en alleen dan een aantal elementen, dat < n is, 
als H’ op een echt deel van H is af te beelden. 


26. Eindige en oneindige hoeveelheden. Zen hoeveelheid, 
waarbij de telling afloopt (tot een resultaat voert) wordt eindig 
genoemd. Loopt de telling niet af, dan heet de hoeveelheid 
oneindig of transfiniet. 

Bij een eindige hoeveelheid H is er dus een getal n, waarvoor 
Hwatste beeldensis op derhoeveelheit Neder verallens Sinn 
een oneindige hoeveelheid ís zulk een getal n niet aanwezig. 
Spreken we van een koeveelheid met n elementen, dan ligt daarin 
dus opgesloten dat ze eindig is. 

Uit het eerste deel van het betoog van n°. 24 blijkt, dat een 
deel van een eindige hoeveelheid weer een eindige hoeveelheid is. 


27. Een eindige hoeveelheid is niet op een echt deel van zich 
zelf af te beelden. 

Zij nl. de eindige hoeveelheid H (met n elementen) afgebeeld 
op de hoeveelheid N der getallen S n en D een echt deel van 
H. Onderstel, dat D op H is af te beelden. Dan is (daar ook 
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N op H is af te beelden) een afbeelding van D op N mogelijk !). 
Dit komt in strijd met. de eigenschap van n°. 17, zoodat de 
onderstelling, dat D op H is af te beelden, onjuist ís. 

Men kan het bewijs ook leveren door op te merken, dat vol- 
gens de eigenschap van n°. 24 m < n is als m het aantal 
elementen van D voorstelt. Hieruit volgt in verband met de 
eigenschap van n°. 23, dat D en H niet op elkaar zijn af te 
beelden. 


28. Een voorbeeld van een oneindige hoeveelheid levert de 
hoeveelheid gevormd door alle natuurlijke getallen, die we kort- 
weg als de hoeveelheid der natuurlijke getallen aanduiden. Dit 
ziet men onmiddellijk ín door aan ieder getal dier hoeveelheid 
dat getal zelf als rangnummer toe te kennen; na het toekennen 
van een rangnummer aan een getal ís nl. het op dat getal vol- 
gende getal nog zonder rangnummer (dus nog niet aangewezen), 
zoodat de telling niet afloopt. 

Ook kan men aldus redeneeren. Onderstel, dat de hoeveel- 
heid G der natuurlijke getallen op de hoeveelheid N der getallen 
Sn was afgebeeld. Door uit G de getallen > nen uit N de 
daarmede correspondeerende getallen weg te laten krijgt men de 
eindige hoeveelheid N op een echt deel van zich zelf afgebeeld, 
in strijd met de eigenschap van n®. 27. 


29. De eigenschap van n®. 27 geldt voor een oneindige hoe- 
veelheid niet, zooals de hoeveelheid G der natuurlijke getallen 
doet zien. Vormen we nl. een echt deel G, van G door uit G 
het getal 1 weg te laten, dan kan men G op G, afbeelden door 
het getal 1 van G met het getal 2 van G, te laten correspon- 
deeren, het getal 2 van G met het getal 3 van G,, enz., waarbij 
dus ieder getal van G met het daarop volgende, als getal van 
G,, correspondeert. Het blijkt dus, dat de hoeveelheid der natuur- 
lijke getallen op een echt deel van zich zelf is af te beelden. 


30. Bij een oneindige hoeveelheid H kan het ín n®. 11 beschre- 
ven telproces onbepaald ver worden voortgezet, waarbij dan ieder 


1) Door aan de elementen van D dezelfde rangnummers toe te ken- 
nen als aan de correspondeerende elementen van H. 
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getal ten slotte als rangnummer van een element van MH optreedt. 
Men krijgt op deze wijze een deel D van H op de hoeveelheid 
G der natuurlijke getallen afgebeeld. 

Zij E‚ het element van D met het rangnummer 1. Door £, 
uit H weg te laten ontstaat de hoeveelheid H,, die een echt 
deel van H is; evenzoo gaat D door weglating van E, in D, over. 

Men kan nu D op D, afbeelden door de in n°. 29 besproken 
afbeelding van G op G, van de rangnummers over te dragen 
op de bijbehoorende elementen. Door verder de niet tot D 
behoorende elementen van H (zoo die er zijn) met zich zelf, 
maar nu als elementen van M, beschouwd, te laten correspon- 
deeren krijgt men een afbeelding van H op A. 

We vinden dus: 

Een oneindige hoeveelheid is steeds op een echt deel van zich 
zelf af te beelden. 


31. Uit de eigenschappen van n°. 27 en 30 blijkt, dat een 
hoeveelheid eindig of oneindig is al naar gelang ze niet of wel 
op een echt deel van zich zelf is af te beelden. 

Het al of niet afbeeldbaar zijn op een echt deel van zich zelf 
is dus een kenmerk, waardoor men oneindige van eindige hoe- 
veelheden kan onderscheiden. Bij de door DEDEKIND gegeven 
theorie der natuurlijke getallen is dit kenmerk ter definiëering 
van eindige en oneindige hoeveelheden gekozen. 


32. Getallenhoeveelheden. We beschouwen een getallen- 
hoeveelheid H, d.w.z. een hoeveelheid, waarvan de elementen 
natuurlijke getallen zijn. Op H passen we het telproces toe en 
gaan daarbij op de volgende wijze te werk. Aan een getal a, 
van MZ kennen we het rangnummer 1 toe. Isa, niet het kleinste 
getal van M (m.a.w. bevat MZ nog minstens één getal, dat < a, 
is), dan kennen we aan een getal a, van H, dat < a; is, het 
rangnummer 2 toe. Is a, niet het kleinste getal van H, dan 
kiezen we het getal a; van H met het rangnummer 3 zoo, dat 
Oak HSRENZ: 

Volgens de transitieve eigenschap van n°, 5 zijn dan de getal- 
len as, 43, .... alle < a, en behooren dus tot de (eindige) hoe- 
veelheid der getallen, die S a, zijn. De hoeveelheid H’ der 
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getallen a, a, 4s,.... is dus eindig, zoodat bij het uitvoeren 
van het telproces op een gegeven oogenblik aan een getal a; 
van AH’ het rangnummer i wordt toegekend en daarmede de 
hoeveelheid H’ uitgeput is. Dit beteekent dan, dat H geen getal 
bevat, dat < a; is (daar men anders de rij getallen a,, a,, as, .…. 
nog verder kon vervolgen), dus dat a; het kleinste getal van H 
is. Hiermede is bewezen: 
ledere getallenhoeveelheid bevat een kleinste getal. 


33. Is H een eindige getallenhoeveelheid, dan kan de telling 
van H als volgt uitgevoerd worden. Aan een getal a, van H 
kennen we het rangnummer 1 toe. Is a, niet het grootste getal 
van H, dan kennen we aan een getal a, van H, dat > a, is, 
het rangnummer 2 toe, enz. De hoeveelheid A’ der getallen 


Onos neen deelkvan A, dusteimdie,Hietmutvolettop 
geheel soortgelijke wijze als in n°. 32, dat men zoo een getal 
a: verkrijgt, waarmede de getallenrij a,, as, .... afbreekt, welk 


getal a; het grootste getal van H is. We vinden dus: 
Een eindige getallenhoeveelheid bevat een grootste getal. 


34. Is omgekeerd van een getallenhoeveelheid H gegeven, 
dat ze een grootste getal 2 bevat, dan is HZ een deel van de 
(eindige) hoeveelheid der getallen, die S £ zijn, dus eindig. De 
eigenschap van n°. 33 kan dus op de volgende wijze worden 
omgekeerd: 

Een getallenhoeveelheid, die een grootste getal bevat, is eindig. 

Dit kan met de eigenschap van n®, 33 aldus worden samen- 
gevat: 

Een getallenhoeveelheid is dan en alleen dan eindig als ze een 
grootste getal bevat. 


35. Bij een eindige getallenhoeveelheid H heeft een getal, dat 
grooter is dan het grootste getal der hoeveelheid, de eigenschap 
grooter te zijn dan ieder getal van MH. 

Is omgekeerd gegeven, dat er een getal bestaat, dat grooter is 
dan ieder getal van H, dan blijkt op dezelfde wijze als in n°, 
34, dat H eindig is. De tweede eigenschap van n°. 34 kan dus 
ook zoo worden gelezen: 
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Een getallenhoeveelheid is dan en alleen dan eindig, als er 
een getul bestaat, dat grooter is dan ieder getal der hoeveelheid. 


36. Bij een getallenhoeveelheid H, kan men het telproces zoo 
uitvoeren, dat men aan het kleinste getal a, van H het rang- 
nummer 1 toekent, aan het kleinste getal a, der hoeveelheid, die 
ontstaat door uit H het getal a, te verwijderen (het op een na 
het kleinste getal van H) het rangnummer 2, enz. Hierbij krijgt 
van twee getallen van HM het grootste steeds het grootste rang- 
nummer. Men zegt dan, dat de getallen van H naar de grootte 
gerangschikt (of genummerd) zijn. 

Is de getallenhoeveelheid eindig en „” het aantal getallen, 
waaruit ze bestaat, dan is het getal a, met rangnummer n het 
grootste getal der hoeveelheid. 


8/. Is een getallenhoeveelheid naar de grootte gerangschikt 
en a; het getal der hoeveelheid met rangnummer i, dan isa; zi 

Daar nl. de getallen der hoeveelheid, die S a; zijn, behooren 
bij de rangnummers, die Si zijn, bevat de hoeveelheid í getallen, 
die Sa; zijn. Deze í getallen behooren tot de a, getallen, die 
S 4; zijn, waaruit in verband met de eigenschap van nê. 24 
volgt, dat a; = iis. Hierbij geldt het teeken — alleen dan als 
de hoeveelheid der getallen van H, die ZS a; zijn, identiek is 
met de hoeveelheid der getallen, die S a; zijn, dus als ieder 
getal, dat S a; is, tot H behoort. 


$S 2. Optelling van natuurlijke getallen. 


38, Som van twee hoeveelheden. Zijn H, en H, twee hoe- 
veelheden &), dan kan men daaruit een derde hoeveelheid afleiden 
door H, en H, tot één hoeveelheid vereenigd te denken. Deze 
derde hoeveelheid wordt door H, + H, aangeduid en de som 
der hoeveelheden H, en H, genoemd. 

De somhoeveelheid is dus daardoor gekenmerkt, dat ieder 
element van H, + H, tot minstens één der hoeveelheden H, en 
H., behoort en omgekeerd ieder element van H, of Hs tot H, + H, 
behoort; dit laatste drukt dus uit, dat zoowel H, als H, een deel 
Tale te Hes: 

Voor de gegeven definitie is het niet noodig, dat ieder element 
van H, verschilt van ieder element van H,, zoodat beide hoe- 
veelheden gemeenschappelijke elementen kunnen bezitten. 


39. Het afleiden van een hoeveelheid uit twee andere hoe- 
veelheden H, en H, wordt verbinden van H, en H, genoemd. 
Het vormen van de som der hoeveelheden is een bijzondere wijze 
van verbinden; deze wordt optelling genoemd. 

Bij de optelling van twee hoeveelheden H, en H, spelen H, en 
H, dezelfde rol (iets dat bij andere verbindingen niet het geval 
behoeft te zijn); m.a.w. de hoeveelheid H, + H, is dezelfde 
als H, + H,. We schrijven dit aldus: 

vebonwebAd eens deo! (5) 

Men drukt dit uit door te zeggen, dat H, en H, bij optellen 
verwisselbaar of commutatief zijn. Ook zegt men, dat de optel- 
ling van hoeveelheden de commutatieve eigenschap bezit, of 
kortweg, dat de optelling commutatief is. 


40. Heeft men uit twee hoeveelheden H, en H, de somhoe- 
veelheid H, + H, afgeleid, dan kan men deze somhoeveelheid 


1) Deze behoeven niet eindig te zijn; zie verder de noot van blz. 4. 
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met een derde hoeveelheid H, verbinden (eveneens door som- 
vorming) waardoor de hoeveelheid 


(1, + Hs) + Hs (6) 
ontstaat. 


leder element der hoeveelheid (6) behoort tot minstens één 
der hoeveelheden H,, H, en Hs, terwijl omgekeerd een element 
van minstens één dier drie hoeveelheden tot (6) behoort. De 
hoeveelheid (6) ontstaat dus eenvoudig door de drie hoeveel- 
heden H,, H, en Hs tot één hoeveelheid te vereenigen. 


41. Uit het voorgaande blijkt, dat bij de vorming der hoe- 
veelheid (6) de drie hoeveelheden H,, H, en H, dezelfde rol 
spelen, zoodat id 

f Pred Je 
dezelfde hoeveelheid is als (6). Men schrijft dit: 
(Hi, + Hs) + H;= H+ (Hs, + H3). (7) 

Dit drukt uit, dat het bij het vormen van de som van drie hoe- 
veelheden onverschillig is welke twee hoeveelheden men eerst 
tot een somhoeveelheid verbindt. Men noemt dit de associatieve 
eigenschap (eigenschap der samenneembaarheid) van de optel- 
ling van hoeveelheden en zegt, dat de optelling associatief is. 


_ 42, Som van natuurlijke getallen. Zooals is opgemerkt 

kunnen in het voorgaande de beschouwde hoeveelheden ook 
gemeenschappelijke elementen bezitten. In het volgende nemen 
we echter aan, dat bij de hoeveelheden, die opgeteld worden, 
gemeenschappelijke elementen ontbreken. 

De som van twee eindige hoeveelheden H, en H, is eindig. 

Immers de telling van H, loopt af, evenals die van H,. Men 
kan dus eerst H, tellen en daarna Hs. Wanneer men nu bij de 
telling van H, niet- opnieuw met 1, 2, 3,…. … begint,e maar 
doortelt (zoodat men begint met het getal volgend op het laatste 
der bij de telling van H, toegekende rangnummers), krijgt men een 
telling der hoeveelheid H, + H,, die afloopt. Dit nu beteekent, 
dat et Redi eiS sE) 


1) De eigenschap geldt ook nog als de hoeveelheden H, en H, 
gemeenschappelijke elementen hebben, hetgeen we aan den lezer over- 
laten aan te toonen. 
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43. Zijn a en b resp. de aantallen elementen der eindige 
hoeveelheden H, en Hs (zonder gemeenschappelijke elementen), 
dan wordt het aantal elementen der hoeveelheid H, + H, de som 
van a en b genoemd; hiervoor wordt a + b geschreven. De 
getallen a en b heeten de termen der som. 

Het vormen van de som van twee getallen noemt men optellen. 
De optelling wordt ook als de eerste hoofdbewerkíng met getallen 
aangeduid. In plaats van „bewerking” bezigen we echter liever 
het woord „verbinding” en noemen de optelling de eerste hoofd- 
verbinding (vergelijk n°. 839). 

De verbinding optellen kan op ieder tweetal getallen worden 
uitgevoerd, daar ieder getal als aantal elementen van een hoe- 
veelheid kan optreden (zie de opmerking aan het eind van n°. 22). 


44. Betreffende de definitie van som van twee getallen willen 
we nog aantoonen, dat het getal a+ b alleen van a en van b 
afhangt en niet van de hoeveelheden H, en Hs, die bij de defi- 
nitie gebezigd zijn; m.a.w, data + b door de getallen a en b 
ondubbelzinnig bepaald is, of nog anders gezegd, dat de optelling 
van twee getallen een ondubbelzinnige verbinding is. 

Dit nu blijkt onmiddellijk daaruit, dat, als H,’ en H,’ twee 
andere hoeveelheden zijn resp. met a en b elementen, de hoe- 
veelheden H+ Hs, en H+ H‚’ op elkaar af te beelden zijn 
(door de elementen van H, te laten correspondeeren met de 
elementen van H,’, die hetzelfde rangnummer hebben, en even- 
zoo de elementen van H, met die van HH’); uit die afbeeldbaar- 
heid volgt dan verder, dat H, + H, en H‚’ + H‚’ hetzelfde aan- 
tal elementen bevatten (zie de eigenschap van n°. 23). 


45. We stellen ons voor, dat een persoon A eerst de hoe- 
veelheid H, en daarna de hoeveelheid H, telt en dat een ander 
persoon B doortelt als A tot de telling van H, overgaat (zooals 
we ook bij het bewijs van n°. 42 hebben aangenomen). B bereikt 
dan het rangnummer a + b. We kunnen ons nu de hoeveelheden 
H, en H, wegdenken, waarbij van het tellen alleen het opnoemen 
der getallen in de behoorlijke volgorde overblijft. Bij het tweede 
deel der telling telt A tot 6 met 1 beginnend, terwijl B begint 
met het op a volgende getal, beide tellingen denken we ons 
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gelijktijdig en in hetzelfde tempo uitgevoerd. Daarbij bereikt B 
dan het getal a+ b. Ook op deze wijze blijkt, dat het getal 
atb alleen van a en b afhangt. 

Het getal a + b kan dus ook gedefiniëerd worden als ket getal, 
dat bij het tellen bereikt wordt, beginnend met het op a volgende 
getal en medetellend met een ander, die van 1 tot en met b telt. 

Door b= 1 te nemen blijkt zoo, dat a + 1 het op a volgende 
getal is. 


46, Wanneer de persoon 4 van n°. 45 van 1 tot en met 4 en 
daarbij B van a+ 1 tot en met a + b telt, kunnen de door A 
uitgesproken getallen beschouwd worden als de rangnummers der 
gelijktijdig door B uitgesproken getallen. Nu zijn de door B 
uitgesproken getallen de getallen, die > a zijn, en dus de door 
Á uitgesproken getallen de rangnummers der getallen > a als 
men deze naar de grootte rangschikt (zie n°. 836). Hieruit blijkt: 

De som der getallen a en b is het getal met rangnummer b 
als men de getallen, die > a zijn, naar de grootte rangschikt. 


47. Men kan ook van meer dan twee getallen de som vormen 
door eerst de som van twee getallen te nemen, deze som te 
combineeren met het derde getal, enz. Die getallen heeten weer 
de termen der som. 

Zoo vormt men van de getallen a, b en c de som 

badk 
waarmede bedoeld wordt, dat eerst de som a + b gevormd wordt; 
onder a + b +ec is dus te verstaan: 

(ardea 

Evenzoo is met a + b + ec +d bedoeld: 

(ORD) Ein Cade (8) 

M. a. w. de optelling wordt van links naar rechts uitgevoerd 
gedacht. 


48. Grondeigenschappen der optelling. De in n°. 39 en 41 
besproken eigenschappen der optelling van hoeveelheden voeren 
onmiddellijk tot de overeenkomstige eigenschappen voor de 
optelling van getallen. Daarvoor geldt dus de commutatieve 


eigenscha 
di abe bea (9) 
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en de associatieve eigenschap 
(rb) def (b. -j1C). (10) 

Deze laatste eigenschap maakt, dat het voor het vervolg 
onnoodig is in het oog te houden of onder a +b + c het eerste 
dan wel het laatste lid van (10) te verstaan is, dus of de optelling 
van links naar rechts dan wel van rechts naar links ís uit te 
voeren. 

De commutatieve en de associatieve eigenschap der optelling 
zijn grondeigenschappen (zie n°. 7). 


49, Een andere grondeigenschap (waarbij de begrippen „som 
en „grooter’” gecombineerd voorkomen) is de volgende: 


ls a > b, dan is: 
arc bj. 


Zune Rense noeveelhedens resp. niet 2, bmen!'e 
elementen ©), dan volgt uit a > b, dat H, op een echt deel D 
van H, af te beelden is (zie de eigenschap van n°. 25). De 
hoeveelheid H, + H3; is dus af te beelden op de hoeveelheid 
D + Hs, die een echt deel van H, + H; is (door de correspon- 
dentie tusschen H, en D ongewijzigd te laten en de elementen 
van H; met zich zelf te laten correspondeeren). Hieruit volgt, dat 
het aantal elementen van H, + Hs kleiner is dan dat van H, + Hs. 


50. Algemeene associatieve eigenschap der optelling. Uit 
de tot nu toe besproken grondeigenschappen kunnen weer andere 
eigenschappen worden afgeleid zonder van de definities der in 
die grondeigenschappen voorkomende begrippen gebruik te 
maken. Zoo leidt men uit de associatieve eigenschap, dus uit 
de formule (10), door tweemalige toepassing of: 

nent (Ott) Colet Ge ied Wot (Ott dien 
berta Oreel deter l Oet Gpr). 


brente en (OAtbetd). (11) 
Dit ís derhalve een afgeleide eigenschap. 


dus: 


1) Gemeenschappelijke elementen denken we weer uitgesloten. 

2) Zie de opmerking aan het eind van n°. 47. 

3) Hetzelfde resultaat kan men ook aldus bereiken: 
(atb) te} id=(latb)t(etd= 
—=at{bt(etd}=at{(b + Ce) + d}. 
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51. Uit (11) leidt-men verder in verband met (10) af: 
atbtetdthe=(atbtctd)te={at(btetd}e= 
ea Alb Acid) eld be Cte 


atb Edet es eek (12) 
Hieruit kan men verder in verband met (10) afleiden: 
atb Ce td-tet fsd l0 ete 
enz., zoodat men algemeen bij een som van » termen heeft: 
Ot Ut As di. TT Gen (aat 
Hierin liggen de formules (10), (11), (12) en (13) resp. als de 
gevallen n= 3, 4, 5, 6 opgesloten. Voor n= 2 gaat (14) over in 
a + a, = a, +a, ), dus in een tautologie °). 


dus: 


52. In de formule (14) ligt, zooals is opgemerkt, de grond- 
eigenschap (10) als bijzonder geval opgesloten, zoodat (14) een 
uitbreiding dier grondeigenschap is. 

Een nog verder gaande uitbreiding kan men aldus uit (14) 


afleiden: 
atd te Tt Gata 

mn (hj Hr ag HH) Haes HGe oet Gael Heert 
={(0) TA Hven Tr An) T(m A Eon HT nad He One He 
mi TA T et me He eit Ae 2 voe men) Hm tn 

dus: 

WE de Tee et 
met. otd ot (dre at oen Fr Menen) Flea to Ferns AEN 


Dit drukt uit, daf men bij een som van meerdere termen een 
willekeurig aantal opvolgende termen door hun som mas ver- 
vangen, zonder dat dit op de uitkomst van ùnvloed is. > 

We merken nog op, dat ìn het voorgaande voor a, —@, — … dar 
het getal a, genomen moet worden als me = 1 ìs; m.a.w. een 
som met één term is gelijk aan dien term. VoOr dmx — Gme2 5 
vers T Amen Moet dus Gmer genomen worden als a =Ì is, enz 


t) Zie de opmerking aan het eìnd van nò, 52, 

*) Di een bewering, waarvan het gestelde hetzelfde zeet als hef 
onderstelde. 

*) Zie de opmerking aan het eìnd van n@ 47. 

t) Zie de formule (1%) van n®. 5l. 
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53. Men kan de formule (15) natuurlijk ook meerdere malen 
toepassen, waardoor men de volgende nog algemeenere eigenschap 
verkrijgt: 

Een som van meerdere termen verandert niet als men de termen 
met behoud van hun volgorde in groepen verdeelt en de termen 
van een zelfde groep door hun som vervangt. 

We zullen dit de algemeene associatieve eigenschap noemen. 
Deze drukt uit, dat men naar willekeur haakjes (of liever paren 
bijeenbehoorende haakjes) mag plaatsen of weglaten. 

Als voorbeeld noemen we: 
der ader det (b HE dt (ef eth) 
waarbij de aantallen termen der verschillende groepen zijn: 1, 
2, Ì en 4. 

We merken nog op, dat bij de uitbreiding der associatieve 
eigenschap alleen van den grondvorm daarvan, dus van de formule 
(10), gebruik gemaakt is en niet van de commutatieve eigenschap. 


54. Algemeene commutatieve eigenschap der optelling. 
Door alleen van den grondvorm (9) der commutatieve eigenschap 
gebruik te maken kan a +b+c slechts in een der volgende 
vormen geschreven worden: 

ne Ont al Gail dt bemi et (bed), 
waarbij de haakjes in de beide eerste leden overtollig en slechts 
duidelijkheidshalve geplaatst zijn. Tot een volgorde, waarbij a en b 
ophouden opvolgende termen te zijn, kan men zoo niet geraken. 
Hieruit blijkt, dat de commutatieve eigenschap zonder meer niet 
kan worden uitgebreid. 


59. Wel kan men de commutatieve eigenschap uitbreiden door 
ook van de associatieve eigenschap gebruik te maken. Men vindt 
dan: 

et etn melde Omar en cd Oad 

et Oer dta daat eene Omsn == 

Der riek Or ELT Um) si Om aan rt Amin 

Et Aret ot Amel te iT Amaat re Te mans 
dus: 


1) Onder m — 1 is het aan m voorafgaande getal te verstaan. 


22 


Een som van meerdere termen verandert niet als men twee 
opvolgende termen verwisselt. 


56. Door herhaalde toepassing der eigenschap van n°. 55- 
krijgt men de volgende uitbreiding der commutatieve eigenschap, 
die we de algemeene commutatieve eigenschap noemen: 

Een som van meerdere termen is onafhankelijk van de volg- 
orde dier termen, 

Om dit te bewijzen heeft men slechts aan te toonen, dat men 
van iedere volgorde der termen tot iedere andere volgorde kan 
geraken door eenige malen achtereen twee opvolgende termen 
te verwisselen. Zij V de oorspronkelijke en W/ de nieuwe volg- 
orde en p de eerste term bij de volgorde WV. Zoo p bij de 
volgorde V niet de eerste term is, verwisselen we, uitgaande 
van de volgorde V, den term p achtereenvolgens met ieder 
der voorafgaande termen tot p eerste term geworden is. Ver- 
volgens verwisselen we den term q, die bij de volgorde WV’ tweede 
term is, met de voorafgaande termen tot g tweede term geworden 
is; daarna brengen we den derden term op zijn plaats, enz, 
waardoor men ten slotte de volgorde VW’ verkrijgt. 

Om bv. van “de volgordes aat bebt Aert we OR NGR 
volgórde "dir: D trent Gervehds ef tengerakenkekrijg tiende 
volgende gelijkheden: 


rde nst ate nelbe de 
Gn dan Cakieerken) Haen 
Ass, di ese Bft ROR: 
=dratbteretftg= 
rn De PCE ll 
=d tb pdre f ge 
U DOAGN 
red hr ak lat: err nf dn 
brian ene Gratia 
edrat nT niee 


waarin de verwisselde termen vet gedrukt zijn. 
We merken nog op, dat uit de algemeene commutatieve eigen- 
schap volgt, dat men in de algemeene associatieve eigenschap 


| 


I 
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van n°. 55 de woorden „met behoud van hun volgorde’ kan 
weglaten. 


97. Uitbreiding der grondeigenschap van n°. 49. Uit de 
eigenschap van n®. 49 leidt men ín verband met die van n°. 5 af: 
ls a> b en c > d, dan is 


BO Onl de (16) 
Uit a > b volgt nl.: 
OC Dn 0 (17) 
EN ERILE =d: 
bHe>btd. (18) 


Wegens de transitieve eigenschap van n®. 5 besluit men uit 
(17) en (18) tot (16). 


58. De eigenschap van n°. 57 kan aldus met die van n®. 49 
worden samengevat: 
ISA HENGEL N LS 
VE rdt Bald Id 
Deze eigenschap is een uitbreiding der grondeigenschap van 
n°. 49, die daarin als het geval c =d ligt opgesloten. 


59. Uit de eigenschap van n°. 57 leidt men door tweemalige 
toepassing af: 

(SRO DC nd en Er fr dANAIS: 

tere f. (19) 

Luber bren seer divoletinl:: 

knee en ed. 
waaruit men ín verband met e > f tot (19) besluit. 

Ook geldt de eigenschap als men bij een of twee der gegeven 
ongelijkheden het teeken > door = vervangt. We laten het aan 
den lezer over dit na te gaan, evenals de uitbreiding tot een som 
van een willekeurig aantal termen. 


60. Bewijs der afgeleide eigenschappen door middel van 
hoeveelheden. De in n°. 50—59 besproken afgeleide eigen- 
schappen zijn aangetoond door uitsluitend van de grondeigen- 
schappen (die van n°. 5, 48 en 49) gebruik te maken. Die 
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afgeleide eigenschappen kunnen echter ook rechtstreeks uit de 
beschouwing van hoeveelheden worden bewezen op geheel over- 
eenkomstige wijze als dit met de grondeigenschappen, waarvan 
ze de uitbreiding zijn, geschied is. 
Heeft men nl. een som van n termen 
rare de larie (20) 
en zijn H,, Hs,...., H„ hoeveelheden ©), waarvan de aantallen 
elementen’ tesp. ars dire zijn, dais (20 ne aante 
elementen: van” de hoeveelheiden Hot etn ne dieROnE 
staat door de hoeveelheden H,, H,,...., H„tot één hoeveelheid 
te vereenigen. Daar voor dit optellen van hoeveelheden ten 
duidelijkste de algemeene associatieve en commutatieve eigen- 
schap (zie n°. 53 en 56) geldt, zijn deze ook voor optelling van 
getallen van toepassing. 
Op soortgelijke wijze toont men de eigenschappen van n°. 57 
en 59 rechtstreeks (d. w. z. niet via de grondeigenschappen) aan. 


61. De bewijzen der afgeleide eigenschappen uit de grond- 
eigenschappen, zooals we die in n°, 50—59 geleverd hebben, 
bieden echter boven de in n®. 60 besproken bewijsvoering het 
voordeel, dat ze onveranderd van toepassing blijven als later 
“het getalbegrip met andere soorten getallen is uitgebreid. Voor 
die nieuwe getallen behoeft men dan slechts de juistheid der 
 grondeigenschappen aan te toonen om verzekerd te zijn, dat ook 
de afgeleide eigenschappen blijven doorgaan (vergelijk n°. 10). 

Ook levert de bewijsvoering van n®. 50—59 het voordeel, dat 
ze met verandering van enkele woorden en teekens ook voor de 
vermenigvuldiging doorgaat (zie n°. 96). 


62. Bewijsvoering door volledige inductie. Deze berust 
op het volgende: 

Een eigenschap, die op een getal n betrekking heeft, geldt voor 
ieder getal als de volgende twee dingen waar zijn: 

1°. de eigenschap geldt voor het getal 1, 

2%, geldt de eigenschap voor een getal n (onverschillig welk), 
dan geldt ze ook steeds voor het daarop volgende getal n + 1. 


1) Zonder gemeenschappelijke elementen. 
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Uit het gegevene volgt nl., dat de eigenschap geldt voor n = 2, 
3, enz, dus steeds geldig blijft bij overgang op het volgende 
getal. Daar men nu door telkens op het volgende getal over 
te gaan ieder getal bereiken kan, is inderdaad de eigenschap 
voor ieder getal geldig. 


63. Wanneer men een eigenschap betreffende een natuurlijk 
getal met behulp van de eigenschap van n°. 62 bewijst wordt 
dit een bewijs door volledige inductie genoemd; ook spreekt 
men van een bewijs van n op n+1 of (naar JacoB BERNOULLI) 
van een Bernoulliaansch bewijs *). 

Voor het bewijs is noodig aan te toonen, dat het in n°. 62 
onder 1°. en 20. gezegde vervuld is. We noemen dit resp. den 
eersten en tweeden eisch voor volledige inductie. 


64. De eigenschap van n°. 62 kan ten duidelijkste ook aldus 
gewijzigd worden: 

Een eigenschap, die betrekking heeft op een getal n, geldt voor 
ieder getal, dat = a is, als de volgende twee dingen waar zijn: 

1°. de eigenschap is juist voor n= a, 

2%, voor ieder getal n, dat = a is, geldt, dat de eigenschap 
juist is voor het getal n—+ 1 als ze dat voor het getal n is. 
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De eigenschap geldt dan nl. voor a + 1, a +2, enz. ®). 


65. Definitie der optelling door volledige inductie. Een 
bijzonder geval der formule (10) van n°. 48 ís 
onee ad Dd 0 lo Den zr A (21) 


Deze formule kan nu ook als definitie der optelling van 


1) Deze bewijsmethode is reeds voor BERNOULLI (1686) door BraIsE 
PascaL (omstreeks 1650) gevonden. 

2») Opgemerkt zij, dat we reeds enkele malen de gelegenheid gehad 
hebben de bewijsvoering door volledige inductie toe te passen, b.v. 
bij de formule (14) van n®. 51. Deze toch geldt voor n = 2. Neemt 
men verder de juistheid van (14) aan voor een som van n termen, dan 
blijkt de juistheid voor een som van n + 1 termen aldus (gebruik 
makend van de formule (10) van n°. 48): 

A, + Az +... + Ansi = (Aj + Ag H.H An) + Ana1 = 
= {a, + (aa +... + an)} + an+1 = Aj + {(A3 +... An) + Ani} = 
= Aj + (A9 +... + An + An+1). 
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getallen gebezigd worden in verband daarmede, dat a + 1 het op 
a volgende getal is (zie het aan het eind van n°. 45 opgemerkte). 

Door volledige inductie naar 4 }) blijkt nl, dat daardoor de 
som a + b voor ieder getal b gedefiniëerd is. Het omtrent a + 1 
opgemerkte doet nl. zien, dat aan den eersten eisch, en in ver- 
band met de betrekking (21), dat aan den tweeden eisch voor 
volledige inductie voldaan is. 

In een zoodanig geval, waarbij nog een bewijs door volledige 
inductie noodig is om te doen inzien, dat we inderdaad met een 
definitie te maken hebben, spreken we van een definitie door 
volledige inductíe. 


66. De grondeigenschappen van n°. 48 kunnen nu, bij de in 
n°. 65 gegeven definitie van optelling, door volledige inductie 
worden aangetoond. 

We beginnen met het bewijs der associatieve eigenschap, dus 
van de formule (10) van n°. 48. We doen dit door volledige 
inductie naar c°. Voor c= 1 gaat (10) in (21) over, zoodat 
aan den eersten eisch voor volledige inductie voldaan is. Om 
het voldaan zijn aan den tweeden eisch voor volledige inductie 
aan te toonen nemen we de juistheid van (10) aan en bewijzen 
daaruit de gelijkheid: 

(ak ble iCal) estate 
die uit (10) ontstaat door ce door e+ 1 te vervangen. Dit bewijs 
loopt aldus: 
(Aare/b) orla Ied (ante) te Chanel ete (Oec enen 
A (OC hide sl ea) ee On ta 


67. Voor het bewijs der commutatieve eigenschap, dus van 
de formule (9) van n°. 48, beginnen we met het bewijs van het 
bijzondere geval 


aise (22) 


Dit geldt voor a=1. Aangetoond moet dus nog worden, dat 


1) De toevoeging „naar b’ duidt aan, dat de te bewijzen eigenschap 
als een eigenschap betreffende het getal b wordt opgevat. 

2) Zie noot 1. 

3) Volgens (21). 

1) Volgens (10). 
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als (22) geldt ook voldaan ís aan: 
enten aerl tlg 1). 
Dit bewijs loopt aldus: 
geenen elen) Us (at 1). 

De formule (9) bewijzen we dan verder door volledige inductie 
naar b. Voor b= 1 gaat (9) in (22) over en is dus juist. Aan- 
getoond moet dus nog worden, dat, als aan (9) voldaan is, ook 
voldaan ís aan: 

Oije (BI) eh A, 
welk bewijs als volgt geleverd wordt: 
Gt (Ortabietdn Dt 1) (br al y= 
neee (let 4) eer (Orel) rd 

Bij den laatsten stap van dit bewijs wordt de (in n°. 66) bewe- 
zen associatieve eigenschap toegepast, zoodat bij deze bewijs- 
methode de associatieve eigenschap aan de commutatieve vooraf 
behoort te gaan. 

NN OIEens, (22). 
Volgens, (21). 
3) Volgens (9). 


S 3. Aftrekking van natuurlijke getallen. 


68. Definitie der aftrekking. De tweede hoofdverbinding 
(of -bewerking) van twee getallen is de aftrekking. Deze wordt, 
ook bij alle volgende uitbreidingen van het getalbegrip, als de 
omkeering van de optelling gedefiniëerd. Bij de aftrekking is het 
nl. de vraag het getal x zoo te bepalen, dat 

pand (23) 
is, waarin a en b gegeven getallen zijn; deze worden resp. 
aftrektal en aftrekker genoemd. 

Een gelijkheid als (23), die een eisch uitdrukt aan een voorloopig 
nog onbekend getal x opgelegd en dus dient om, zoo mogelijk, 
daaruit het getal x te bepalen, wordt een vergelijking genoemd. 

Wegens de commutatieve eigenschap der optelling kan men 
voor (23) even goed schrijven 

DEN (24) 

Dit beteekent, dat bij de optelling slechts één omgekeerde verbin- 

ding behoort, dus dat er slechts één soort van aftrekking bestaat. 


69. Aan de vergelijking (23), of (24) wat op hetzelfde neerkomt, 
kan niet door twee verschillende getallen x voldaan zijn. Immers 
was aan (23) voldaan door x = x, en ook door x = x; en was b.v. 
Xi > X3, dan zou men volgens de eigenschap van n®. 49 hebben 

bep dl Ae vl / 
dus a > a, hetgeen een ongerijmdheid ís (nl. ín strijd met de 
eigenschap van n°. 3). 

Het blijkt dus, dat de aftrekking, zoo ze mogelijk is, ondubbel- 
zinnig is, d.w.z. dat aan de vergelijking (23) door hoogstens één 
getal x kan worden voldaan. Dit ís, zooals gebleken is, een 
onmiddellijk uitvloeisel der grondeigenschap van n°. 49. 

We merken nog op, dat de ondubbelzinnigheid der aftrekking 
ook zoo kan worden uitgedrukt, dat uit 

Kb Vie 
tot x=y kan worden besloten. 
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70. Geval, waarin de aftrekking mogelijk is. Zijn a en b 
de aantallen elementen der hoeveelheden H, en H, *), dan is H, 
een echt deel der somhoeveelheid H, + Hs, die a + b elementen 
bevat. In verband met de eigenschap van n°. 24 volgt hieruit: 


atb>a, (25) 
Ie a Wat 


De som van twee getallen is grooter dan ieder der beide termen. 


71. Uit deze eigenschap volgt onmiddellijk, dat aan de ver- 
gelijking (23) niet kan worden voldaan als b=a is. 
Immers voor ieder getal x geldt volgens (25): 
pan Abe D, 
waaruit in verband met 5 = a en de transitieve eigenschap van 
n°. 5 volgt: 
era el, ® 
Het getal x voldoet dus niet aan (23). 


VeelssabRen zijn Hi Een H, hoeveelheden?) dierrespa a 
en b tot aantal hebben, dan is H, volgens de eigenschap van 
n°. 25 op een echt deel D van H, af te beelden. Is nu H, de 
hoeveelheid der elementen van H,, die niet tot D behooren, dan is: 

oh ede (4 (26) 

Het aantal elementen van D bedraagt b (zie de eigenschap van 

n°. 23). Is c het aantal elementen van Hs, dan ís blijkens (26): 
a Dit 

waaruit blijkt, dat voor x= c aan de vergelijking (28) van n°. 68 

voldaan is. De aftrekking is nu dus mogelijk. 

Het bewijs neemt een eenvoudiger vorm aan door voor H, de 
hoeveelheid D zelf te nemen, waarbij men D kan laten bestaan 
uit de elementen van H,, die bij de telling van H, rangnummers 
<= b verkrijgen; Hs, bestaat dan uit de elementen van H, met 
rangnummers > à. 

In verband met het ín n®. 71 gevonderfe blijkt dus: 

De aftrekking is dan en alleen dan mogelijk als het aftrektal 
grooter is dan de aftrekker. 


73. Ander bewijs der eigenschap van n°. 72. Is x een wille- 
keurig aangenomen getal, dan vormt men het getal 5 + x door, 


1) Zonder gemeenschappelijke elementen. 
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met b +1 beginnend, in hetzelfde tempo te tellen als een ander, 
die van 1 tot en met x telt (zie n°. 45). De vraag naar de 
mogelijkheid der aftrekking ís dus dezelfde als de vraag of men 
met 4 + 1 beginnend te tellen, het getal a kan bereiken. Dit nu 
is dan en alleen dan mogelijk als a > b is. 

Ook op deze wijze blijkt dus onmiddellijk de juistheid der 
eigenschap van n®. 72. Tevens blijkt zoo, dat men voor a > b 
het getal x, dat aan (23) of (24) voldoet, vindt door met 1 
beginnend in hetzelfde tempo mede te tellen met een ander, die 
van b+ 1 tot en met a telt. 


74. Is bij de laatste uitkomst A de persoon, die van b + 1 tot 
euwimet ds enb de persoonmdiemvannlstotsent mette dans zijn 
de door B uitgesproken getallen te beschouwen als de rangnum- 
mers der door A uitgesproken getallen (vergelijk n°. 46), dus als 
de rangnummers der getallen > b als men deze naar de grootte 
rangschikt. Hieruit volgt: 

ls a> b, dan is het getal x, dat aan de vergelijking (23) 
van n°. 68 voldoet, het rangnummer, dat aan a toekomt, als men 
de getallen, die > b zijn, naar de grootte rangschikt. 

Deze eigenschap is ook als een gevolg van die van n°. 46 voor 
den dag te brengen. 


75. Eigenschappen der aitrekking. Is a > b, dan wordt het 
getal x, dat aan de vergelijking (283) voldoet, door a — b voor- 
gesteld. Een uitdrukking als a — b wordt een verschil genoemd, 

Daar echter (steeds voor a > b) aan de vergelijking 

Dredd, 
niet kan worden voldaan (zie de eigenschap van n°. 72), heeft 
dan de verbinding b — a geen zin (d. w. z. zoolang geen andere 
dan de natuurlijke getallen zijn ingevoerd), zoodat de aftrekking 
niet de commutatieve eigenschap bezit. 


76. Daar de oplossing der vergelijking (23) a — b genoemd 


is, heeft men: 
(a—b) tb =a. (27) 


Daar x =a de oplossing der vergelijking 
OEL TO RO 


(a+ b) —b=a. (28) 


is, heeft men ook: 
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Uit de formules (27) en (28) en de eigenschappen der optel- 
ling kunnen de overige regels, volgens welke men met verschil- 
len rekent, worden afgeleid. 

We merken nog op, dat bij (27) ondersteld wordt, dat a > b 
is, terwijl (28) altijd geldig is. Hieruit blijkt, dat men het getal 
a steeds door het eerste lid van (28) kan vervangen, maar door 
het eerste lid van (27) alleen dan als a > b is. 


11. Is b > c en stelt men 
b—C=p, 


Oe DC. 
atb=at(pte=(atp) ee, 


atp=(atb)—c. 


dan is: 


Men heeft dus: 
at{b—e)=(atb)—e, Ì (29) 
of in woorden uitgedrukt (als we van het eerste lid, dus van 
b — c, uitgaan): 

Een verschil wordt met een getal vermeerderd door het aftrek- 
tal met dat getal te vermeerderen. 

Bij het bewijs der formule (29) kan men natuurlijk het invoeren 
van de letter p vermijden door daarvoor steeds b — c te schrijven. 
Het bewijs wordt dan korter, maar misschien iets minder over- 
zichtelijk, en wel als volgt: 


an et A em herr bern ge Bn 


ie nn Ei 


78. Zoowel bij het eene als bij het andere bewijs van n°. 77 
zijn we van het eerste lid van (29) uitgegaan en hebben dit lid, 
zoo het beteekenis heeft (dus zoo b > c ís) tot het tweede lid 
van (29) herleid. Daaruit blijkt tevens, dat dan ook de aftrek- 
king genoemd in het tweede lid van (29) mogelijk is. Dit 
ziet men trouwens ook direct daaruit, dat a + b>b is (zie 
n°. 70), zoodat uit be volgt atb >e (zie de eigenschap 
van n°. 5). 

Omgekeerd is het tweede lid van (29), zoo dit beteekenis heeft 
(dus als a+ b > c is), niet steeds door het eerste lid te vervan- 
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gen. Dit ís nl. alleen mogelijk als b > c is, daar slechts dan het 
eerste lid van (29) zin heeft *). 

Door nu van het tweede lid der formule (29) (dus van a + 5) 
uit te gaan kan deze aldus in woorden gebracht worden: 

Een som van twee getallen wordt met een getal verminderd 
door een der termen van de som met dat getal te verminderen, 
zoo dit laatste mogelijk is. 


79. Stelt men: 
(a—b) —c =p, 
dan is: 


We vinden dus: 
(a—b)_—e=a—(b-—-ce). (31) 
Uit het gegeven bewijs blijkt tevens, daf zoowel het eerste als 
het tweede lid dan en alleen dan zin heeft als a> b—-c is; is 
hieraan voldaan, dan is de formule (31) juist. 
In woorden uitgedrukt luidt (31): 
Een verschil wordt met een getal verminderd door den aftrek- 
ker met dat getal te vermeerderen. 
Men kan het bewijs ook aldus inkleeden: 
a— (bc) ={(a—b) + b} —(b Ce) = 
= ([{(a —b) —c} +] +b) —(b +0) = 
= [{(a — b) —c} + (b + 0)] —(b + c) = (a —b) —c. 
80. Stelt men in (31): 
a=d+tb,c=e—b, 
dus: 
a—b=-d, b4ce=e 
(zoodat b < e < a is), dan vindt men: 
d—(e—b)=(d-—b)—e, 
of met andere letters: 
a—(b—cC)=(a—c)—b. (32) 


1) Men kan natuurlijk ook het tweede lid van (29) tot het eerste 
herleiden door de aaneengeschakelde gelijkheden (30) in tegengestelden 
zin te lezen. 


33. 


Dit geldt voor c<b <a+tc. 

Het eerste lid van (32) kan, zoo dit zin heeft (dus als c < b < atc 
is), steeds door het tweede lid worden vervangen. Omgekeerd is 
het echter wel mogelijk, dat het tweede lid van (32) zin heeft, 
maar het eerste niet (nl. als c = & ís). 


81. De formules (29), (81) en (82) stéllen ons in staat bij de 
uitdrukkingen 
at (b —c), (a —b) —c en a—(b —c) 
het aftrekteeken buiten de haakjes te brengen. Door herhaalde 
toepassing dier formules kan men dan hetzelfde voor gecompli- 
ceerdere vormen bereiken. 
Zoo vindt men door tweemalige toepassing van (29): 
(a — b) + (ce —d) ={a + (c —d)} —b = {(a + c) —d} — b, 
waaruit in verband met (81) volgt: 
(a — b) + (c —d) = (a + Cc) — (b + d). (33) 
In woorden luidt dit: 
De som van twee verschillen is gelijk aan het verschil van 
de som der aftrektallen en de som der aftrekkers. 
Door achtereenvolgens (31), (29) en (32) toe te passen, of (32), 
(29) en (81), vindt men evenzoo: 
(a —b) — (ce —d) = (a +d) —(b +0), (34) 


hetgeen we aan den lezer overlaten na te gaan. 


82. Uit (29), (81) en (32) kunnen nog allerlei andere formules, 
waarin drie getallen voorkomen, worden afgeleid. Zoo volgt uit 
(29) en (32): 

(a—b)He=a—(b—0), ape HS, 
hetgeen geldt voor a> b > c. In woorden luidt dit: 

_Een verschil wordt met een getal vermeerderd door den aftrek- 
ker met dit getal te verminderen, zoo dit laatste mogelijk is. 
We merken nog op, dat uit (35) blijkt, dat a — (b — c) niet 

gelijk is aan (a — b) — c, zoodat de aftrekking niet associatief 

is. Ten overvloede ziet men dit aan het volgende voorbeeld: 
4A_(2—1)=4—1=8, (4-29) —-1=2lel. 


83. Verder volgt uit de formule (31) door daarin b en c 
te verwisselen: 
(a—c)—b=a—(b +0), 
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waaruit in verband met (31) volgt: 
(a —b) —c=(a—c)—b, (36) 
hetgeen geldt voor a> b—+c. In woorden luidt dit: 
Een verschil wordt met een getal verminderd door het aftrek- 
tal met dat getal te verminderen. 
Op dezelfde wijze leidt men uit (29) af: 


at (b —c)=b+(a—c0), (37) 
hetgeen geldt voor c < a en < b, en uit (32): 
Oels (bd) (38) 


hetgeen geldt voor b > a, >een <atc. 


84. Uit de eigenschap van n°. 49 leidt men zonder moeite af: 
1sua ss Deen CREE RENDER ONALS) 
a—c>b—C. 

Was nl. a—eSb—e, dan zou daaruit in verband met de 

eigenschap van n°. 49 volgen: 
(a—c) +eS(b—e) +e, 

dus a Sb, in strijd met het onderstelde. 

85. Het vergelijken van verschillen. Uit de gevonden for- 
mules is gemakkelijk af te leiden: 


Is a> ben ec>d, dan geldt dan en alleen dan: 
a—b=e—d (39) 


dont Giel: (40) 


als voldaan is aan: 


Uit (89) volgt nl: 
thank rl Kerll Rr A} 
waaruit men tot (40) besluit. Langs den omgekeerden weg leidt 
men (39) uit (40) af. 


86. De eigenschap van n°. 85 is ook gemakkelijk rechtstreeks 
aan te toonen door 
a—b=p, c—d=gq 
te stellen. Dan is nl.: 
HDD ed nk 


Otis (Hante 0 sent asten D Il e0s 
(dis di Dee) 0, (41) 


dus: 


1) Volgens (29). 
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Blijkens de ondubbelzinnigheid der aftrekking (zie de opmer- 
king aan het eind van n°. 69) kan men met behulp van (41) 
uit (40) tot p = q, dus tot (39), besluiten en omgekeerd. 


87. Uit 
OOit C)om D  (d 0) 
volgt in verband met de eigenschap van n°. 85: 
a—b= (atc) —(b +0). (42) 

In woorden luidt dit: 

Een verschil verandert niet als men aftrektal en aftrekker 
beide met een zelfde getal vermeerdert of vermindert. 

Deze eigenschap voert onmiddellijk tot de formules (31) en (32) 
van nê. 79 en 80. 


88. Js a> ben c>>d, dan heeft men dan en alleen dan: 
a—-b>e—d (43) 
als voldaan is aan: 
AERON REU (44) 


Uit (43) volgt nl. ín verband met de eigenschap van n®. 49: 
a=(a—b)tb>(e—d) +b =(b+e) —d, 
Game Nb tec) dd) dede Ct b, 

waarmede (44) verkregen is. 
Omgekeerd volgt uit (44) in verband met de eigenschap van 
n°. 84: 
a=(atd)—d > (b +0) —d= (ce —d)+hb, 
a—b>{((e—d) +6} —b=ec—d. 


S 4. Vermenigvuldiging van natuurlijke getallen. 


89, Product van twee natuurlijke getallen. Vormen we de 

som van a gelijke getallen b, dus 
b4btbA....+5 (a termen), (45) 

dan wordt dit het product der getallen a en b genoemd en als 
a.b (ook wel a Xb of ab) geschreven. De getallen a en 5 
heeten de factoren van het product, terwijl men a in het bijzonder 
vermenigvuldiger en 5 vermenigvuldigtal noemt *). 

Het vormen van het product van twee getallen, dat rermenig- 
vuldigen heet, is de derde hoofdverbinding. 


90. We kunnen ons de a termen 5 der som (45) voorstellen 
als aantallen elementen van a hoeveelheden (zonder gemeen- 
schappelijke elementen), waarvan dus ieder 5 elementen bevat 
Het product ab is bijgevolg ook te definiëeren als het aantal 
elementen der hoeveelheid, die ontstaat door a hoeveelheden ieder 
van b elementen tot één hoeveelheid vereenigd te denken. 

Ook kan men zeggen, daf ab het aantal elementen is van de 


1} Evenzoo zou men bij de optelling, dus bij de vorming van het 
getal a + b, den term a (dus het getal, waarvan men uitgaat) het 
opteltal en den term 5 den opteller kunnen noemen. Deze onderschei- 
ding wordt echter gewoonlijk niet gemaakt omdat bij de ín n°. 43 van 
atb gegeven definitie onmiddellijk blijkt, dat a en 5 dezelfde rol 
spelen, terwijl de verwisselbaarheid der factoren a en 5 van het product 
ab (zie n°. 94) niet zoo onmiddellijk in het oog valt en die getallen 
in elk geval bij de gegeven definitie een verschillende rol spelen. Bi 
de aan het eind van n°. 45 van a + 5 gegeven definitie zou de onder- 
scheiding tusschen optelfal en opteller meer reden van bestaan hebben; 
is dan a het opteltal, dan wil dit zeggen, dat men met a + 1 begin- 
nend telt en 5 getallen opnoemt. 
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hoeveelheid, die ontstaat door ieder der a elementen van een 
hoeveelheid in b elementen gesplitst te denken. 


91. Moduluseigenschap der vermenigvuldiging. Neemt men 
in de ín n°, 89 van vermenigvuldiging gegeven definitie b= 1, 
dan vindt men: 


re ME sf (46) 


Nog duidelijker blijkt dit uit de definitie van n°. 90. Door 
nl. a hoeveelheden, die ieder één enkel element bevatten, tot 
één hoeveelheid te vereenigen krijgt men een hoeveelheid met a 
elementen. 

Neemt men in de definitie van n°. 89 a = 1, dan vindt men, 
in verband met de opmerking aan het eind van n°. 52: 


el (47) 


Tot hetzelfde resultaat voert de definitie van n°. 90; één enkele 
hoeveelheid met b elementen voert nl. door toepassing dier 
definitie tot een hoeveelheid met b elementen (diezelfde hoe- 
veelheid). 


92. De gelijkheden (46) en (47) drukken uit, dat een pro- 
duct van twee factoren, waarbij een der factoren (onverschillig 
welke) 1 is, gelijk is aan den anderen factor. 

Deze eigenschap, die een grondeigenschap is, heet de modulus- 
eigenschap der vermenigvuldiging. 

Ook zegt men, dat het getal 1 de modulus der vermenigvuldiging 
is, hetgeen beteekent, dat verbinding door vermenigvuldiging 
van een getal met 1 (onverschillig of 1 daarbij als vermenigvul- 
digtal dan wel als vermenigvuldiger optreedt) dat getal onver- 
anderd laat. 


93. Commutatieve eigenschap der vermenigvuldiging. De 
a in n° 90 genoemde hoeveelheden, die ieder b elementen 
bevatten, zijn af te beelden op de getallen, die = a zijn, waar- 
door die hoeveelheden rangnummers verkrijgen. De hoeveelheid 
met rangnummer j noemen we H. 

Verder beelden we ieder der a hoeveelheden 


AN PE (48) 
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af op de getallen, die S b zijn. We kunnen dan de elementen 
der somhoeveelheid 

Vabres koarkn ed tetek (49) 
aanwijzen door twee indices, waarvan de eerste aangeeft tot welke 
der hoeveelheden (48) het element behoort en de tweede welk 
rangnummer in die hoeveelheid aan dat element toekomt; m. a. w. 
te isshetskiseleinentavanmtn 
„De hoeveelheid (49), die a b tot aantal heeft, wordt nu gevormd 
door de elementen Ernbsuwaarttmjade waarden 2 OREN 
k de waarden 1, 2,.... & kan aannemen. 


94. We kunnen nu de elementen Ex, die denzelfden tweeden 
index hebben, dus de a elementen 
Eik Ex no ade es Lr. 
tot een hoeveelheid vereenigd denken, die we H‚’ noemen. Deze 
wordt dus verkregen door van ieder der hoeveelheden (48) het 
kde element te nemen. Men krijgt zoo b hoeveelheden 
le eteber en dolk 
ieder van a elementen, die vereenigd eveneens de hoeveelheid 
(49) opleveren. Hieruit blijkt, dat het aantal elementen van (49) 
even goed door ba kan worden voorgesteld, zoodat men heeft: 
/ =D (50) 
Ook bij de vermenigvuldiging geldt derhalve de commu- 
tatieve eigenschap, of anders gezegd de vermenigvuldiging van 
twee getallen is commutatief. Vermenigvuldiger en vermenig- 
vuldigtal zijn dus verwisselbaar, zoodat deze benamingen verder 
gemist kunnen worden. 
In n°. 91 hebben we reeds een bijzonder geval der commuta- 
tieve eigenschap ontmoet; uit (46) en (47) blijkt nl.: a. 1 =1l.a. 


95. Associatieve eigenschap der vermenigvuldiging. We 
stellen ons voor, dat ieder der in n°. 94 beschouwde elementen 
Ex zelf weer een hoeveelheid met c elementen ís; deze elementen 
wijzen we aan door de letter e met drie indices, zoodat e;»; het 
[de element der hoeveelheid ZE; is. 

Daar ieder der ab hoeveelheden ZE in het bezit is van c elemen- 


1) Hierbij moet natuurlijk op de volgorde der indices gelet worden. 
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ten e,‚, krijgt de hoeveelheid (49) (a. b). c elementen als we de e’s 
als elementen daarvan beschouwen (dus als we de e’s tellen). 
Anderzijds wordt ieder der a hoeveelheden (48) gevormd door 
b hoeveelheden £, ieder met c elementen e‚ te vereenigen, zoo- 
dat ieder der a hoeveelheden (48) bc elementen e bevat. Het 
aantal elementen e der hoeveelheid (49) bedraagt dus ook a. (b. c), 


zoodat men heeft: 
(ENC res Os. (Db 0): (51) 


Dit is de associatieve eigenschap der vermenigvuldiging. 


96. Gevolgen der voorgaande eigenschappen. De associa- 
tieve en de commutatieve eigenschap van n°. 94 resp. 95 zijn 
grondeigenschappen (zie n°. 7). Deze kunnen, op geheel dezelfde 
wijze als in n®. 50—56 voor de optelling geschied is, tot een 
product van meerdere factoren worden uitgebreid. Men heeft 
slechts overal de woorden „som en „termen” door „product” 
resp. „factoren” (en het teeken + door X) te vervangen. Men 
mag dus eenige factoren van een product door hun product 
vervangen en de volgorde der factoren veranderen, zonder dat dit 
op de uitkomst van invloed is. 

We merken nog op, dat onder een product van meerdere 
factoren, zooals b.v. a bed, te verstaan is: 

ven ri 
zoodat de vermenigvuldiging, in tegenstelling met de optelling 
(zie n°. 47), van rechts naar links uitgevoerd gedacht wordt. De 
associatieve eigenschap maakt echter, dat men hiervan naar 
willekeur mag afwijken. 


97, Distributieve eigenschap der vermenigvuldiging. Vol- 
gens de definitie van n°. 89 is onder (a + b) c de som van a + b 
termen c te verstaan, waarvoor wegens de algemeene associatieve 
eigenschap der optelling ook 

an emd (el han eh (on Namen a) 
geschreven kan worden, waarbij de eerste uitdrukking tusschen 
haakjes een som van a termen c, de tweede een som van & 
termen c is. Die uitdrukkingen tusschen haakjes zijn dus gelijk 
aan ac en be, waardoor men vindt: 
(atb tte A06. (52) 
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Volgens de commutatieve eigenschap der vermenigvuldiging 
volgt uit (52): 
abt! COD Rie (53) 
Deze formule kan men ook rechtstreeks uit de definitie van 
product afleiden, volgens welke a(b + c) een som van a termen 
b+ec is, dus (volgens de eigenschappen der optelling) een som 
van 2a termen, a termen b en a termen c. Door de a termen 
b tot ab en de a termen c tot ac samen te nemen geraakt 
men tot (53). 
In formule luidt dit bewijs: 
abt Lt) =O Cl DC) te Oe 
(Dit Dette ese Oita Olt Ct ater 0 RER 


98. De formules (52) en (53) drukken uit, dat men bij de 
vorming van een product, waarvan een der factoren een tweeterm 
is, de vermenigvuldiging over de termen van de som mag 
verdeelen (of distribueeren). Deze eigenschap wordt de distributieve 
eigenschap der vermenigvuldiging genoemd. 

Ook zegt men, dat de vermenigvuldiging distributief is ten 
opzichte van de optelling. Dit is een grondeigenschap. 


99. Algemeene distributieve eigenschap. Uit de grondvormen 
(52) en (53) der distributieve eigenschap kan men weer alge- 
meenere eigenschappen afleiden zonder van de beteekenis der 
begrippen „optellen” en „vermenigvuldigen” gebruik te behoeven 
te maken. 

Zoo vindt men door tweemalige toepassing van (52): 
(arr 0)d= (arb 
(dab) Chr VAD oes 

Algemeener heeft men: 


(dts dassen Op Ole Or Dit 5 OE eN ER 


1) Uit deze formule, die zonder gebruik te maken van de associatieve 
eigenschap der vermenigvuldiging ís aangetoond, kan men een bewijs 
van laatstgenoemde eigenschap afleiden door 

Ore eerd 
te nemen. Daardoor gaat (54) nl. over in: 
(na) b = n (ab). 
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Hierin ligt de grondvorm (52) als het bijzondere geval n —= 2 
opgesloten. 

Men kan de formule (54) door volledige inductie (zie n°. 62-—64) 
aantoonen. Ze geldt nl. voor n = 1, daar ze dan in a,b = a,b 
overgaat (zie de opmerking aan het eind van n°. 52), dus ín een 
tautologie; aan den eersten eisch voor volledige inductie ís dus 
voldaan. Om het voldaan zijn aan den tweeden eíisch aan te 
toonen nemen we de juistheid van (54) aan en leiden daaruit ín 
verband met (52) af: 

Oe eee A (CT A ht ete tt U) Hr An kP 
et Oe tenen ri ear De Abt ot an Det And 10: 

Hiermede is dan de gelijkheid verkregen, waarin (54) overgaat 
door daarin n door n +1 te vervangen. 

Voor (54) kan men wegens de commutatieve eigenschap der 
vermenigvuldiging ook schrijven, daarbij de letters a en & 
verwisselend : 

OU te Dd ee Or 0D Pen AO (55) 

Deze formule kan men natuurlijk ook zonder de commutatieve 
eigenschap door volledige inductie uit (53) afleiden *). 


100. Met behulp van de formules (52) en (53) vindt men: 
ORNE (Ct diet 0 (Cr 0) =de Fradrtbetbd, 
dus: 
eG Ue te dOr Este UT (56) 
Evenzoo vindt men: 
Renden EC rde dert OE riba Des 
Algemeener heeft men: 
UrnorltAantesnrd FAU DGA RS WAria JS 
natens nr Oner aast On ne (57) 
Door nl. op het eerste lid van (57) eerst de formule (54) toe 
te passen krijgt men een som van m termen. Door vervolgens 


1) Omgekeerd kan men dan uit (55) een bewijs der commutatieve 
eigenschap afleiden door 
bi Dj ZS Ond 
te stellen. Men vindt dan a(nb) = n(ab), dus b = 1 nemend en lettend 
op de formule (46) van n°. 91: 
an = na. 
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de formule (55) toe te passen valt ieder dier m termen in 7 
termen uiteen, waardoor men in het geheel mn termen verkrijgt. 
Deze termen ontstaan door ieder der m termen van den eersten 
factor (vermenigvuldiger) met ieder der n termen van den tweeden 
factor (vermenigvuldigtal) door vermenigvuldiging te verbinden. 

In (57) liggen de formules (54) en (55) als bijzonder geval 
opgesloten en wel (54) als het geval n = 1, (55) als het geval m = 1. 


101. De distributieve eigenschap is natuurlijk ook tot een 
product van meerdere factoren uit te breiden. Zoo heeft men: 
(atb) (cd) (e+ f)=ace + acf + ade + adf + beet bef + bde + bdf, 
waarbij dus iedere term van den eersten factor met iederen term 
van den tweeden en iederen term van den derden factor tot een 
product van drie factoren verbonden wordt. 

Algemeener is 
(diane tere aoe Om) NCO Verl Bente OL IRCP oet) 
te herleiden tot een som van mnp termen a; br cj, waarbij j 
ieder der waarden 1, 2, ...., m kan aannemen, k ieder der 
waarden” 1,2, Ren A ied eTrder waarden NZ 


102. Het voorgaande is verder weer tot een product van meer 
dan drie factoren uit te breiden, waardoor men vindt: 
Een product van u factoren 


Arnen Elis (58) 
waarbij A; een som van n; termen Y) is, is gelijk aan een som 
VAN Aj. Ag «Au termen, waarvan ieder een product is van 


u factoren, en wel zoodanig, dat uit ieder der u oorspronkelijke 
factoren (58) één en slechts één term als factor optreedt. 

Dit is de algemeene distributieve eigenschap der vermenig- 
vuldiging. 

We merken nog op, dat bij de uitbreiding der distributieve 
eigenschap slechts van de beide in n°. 97 voorkomende grond- 
vormen (52) en (53) dier eigenschap, en niet van de commutatieve 
en associatieve eigenschap der vermenigvuldiging, gebruik behoeft 
te worden gemaakt. 


1) Het getal n; kan natuurlijk ook 1 zijn. 
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103. Distributieve eigenschap der vermenigvuldiging ten 
opzichte van de aftrekking. Is a > b, dan heeft men volgens 
de distributieve eigenschap der vermenigvuldiging: 

ac = (a — b) + b}c = (a —b)c+ bc, 
ac — be = (a — b)e. (59) 
‘ Wegens de commutatieve eigenschap der vermenigvuldiging 
heeft men ook: 
ab — ac =alb—c). (60) 

De formules (59) en (60) drukken uit, dat de vermenigvuldiging 

ten opzichte van de aftrekking distributief is. 


104. Door (59) en (60) te combineeren kan men nog andere 
eigenschappen afleiden. Zoo vindt men als a> b en c > d is: 
(a —b)(ce —d)=alc—d) —b(c—d) = 
— (ac — ad) — (be — bd), 
waaruit men in verband met de formule (34) van n®. 81 afleidt: 

(a — b) (ec — d) = (ac + bd) — (ad + bc). (61) 


105. Uit de formule (59), die geldt als a > bis, leest men af: 

ls a > b, dan is ca > cb. 

Voor het bewijs hiervan kan men zich ook op de aan het 
eind van n°, 59 bedoelde eigenschap beroepen door van de c 
ongelijkheden 

d: > by Ohe DNA JT GD 
de eerste leden aan elkaar gelijk te nemen, evenals de tweede 
leden. 


106. Op geheel dezelfde wijze als in n°. 57 is uit de eigenschap 
van n°. 105 af te leiden: 

KERNEN Os de dan IS Ao =sbd. 

Dit is met de eigenschap van n°. 105 aldus samen te vatten: 

Mee Den Cede dan LSvac bd, 

Evenzoo heeft men (vergelijk de eigenschap van n°. 59): 

(Nae bs C den ef, dan is ace > bdf. 

Dit is verder tot meerdere ongelijkheden uit te breiden. 
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107. Definitie der vermenigvuldiging door volledige inductie. 
Op soortgelijke wijze als de optelling (zie n°. 65) kan men 
de vermenigvuldiging definiëeren door de formule (47) van n°. 
9] en 

(hank, 
welke laatste formule in verband met (47) als bijzonder geval in 
de formule (52) van n°. 97 ligt opgesloten. 

Door volledige inductie naar a (dus van a op a + 1) blijkt dan, 
dat daardoor het product ab voor ieder getal a gedefiniëerd is. 

Het bewijs b.v. dat 2.2 =4 is, loopt bij deze definitie (in 
verband met die van n°. 65) aldus: 


EE ADI EDE DELA 


108. De distributieve eigenschap (52) (zie n°. 97) bewijst men 
uit de definitie van n@. 107 door volledige inductie naar b. Voor 
b=l is (52) nl. een onmiddelijk uitvloeisel der definitie, terwijl 
men den stap van b op b— 1 aldus uitvoert: 

Under Eide Witre THE Se 
— (AE H4be) + CO ACH (DEF CC) = Qt (b IG. 

De distributieve eigenschap in den vorm (53) bewijst men door 
volledige inductie naar a. Voor a = 1 blijkt de juistheid van (53) 
onmiddellijk uit (47), terwijl de stap van a op a + 1 aldus gaat: 

Clan eired ett lt nn LL a tee 
=ab jac tbte= (ab tb) (ac Hee) = (at otd: 


109. Met behulp van de distributieve eigenschap (52) bewijst 
men nu verder de associatieve eigenschap (51) door volledige 
inductie naar a. Voor a= 1 volgt (51) onmiddellijk uit (47), 
terwijl de overgang van a op a + 1 aldus verloopt: 

Oak ONCE OO SRU UO 
— A (bc) + be = (a +1) (be). 
110. Voor het bewijs der commutatieve eigenschap (50) (zie 


n°. 94) beschouwen we eerst het geval b = 1. Daarvoor verloopt 
het bewijs door volledige inductie aldus: 


(aaral) tele an eea Lene an Leen CR 
De formule (50) geldt dus voor b = 1, terwijl dan verder de 
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stap van & op & + 1 aldus te verrichten is (gebruik makend van 
de distributieve eigenschap (53) voor het geval ce = 1): 
a(bti)=absha1=bata=(b+t ta. 


111. Product van twee hoeveelheden. We keeren terug tot 
de in n®. 93 beschouwde hoeveelheden (48), waarvan ieder b 
elementen bevat, en de som (49) dier hoeveelheden, waarvan het 
aantal elementen ab bedraagt. Zij verder H een hoeveelheid van 
a elementen 

En 1e Nen 
en H’ een hoeveelheid van b elementen, die met H geen element 
gemeen heeft; de elementen van A’ noemen we 
VE EREN EN 

Zooals in n°. 93 is opgemerkt kan een element der hoeveelheid 
(49) door twee indices j en k worden aangewezen, waarvan j 
SER e neun men ngen Areentdern setallens A32: wol ate 0 
is. In plaats van door j en k kan men dít element ook door het 
element E; van H en het element Ex van H’ aanwijzen. Hierdoor 
krijgt men de hoeveelheid (49) afgebeeld op de hoeveelheid der 
elementenparen 

E‚ Ek, 
waarvan het eene tot H en het andere tot H’ behoort). 

112. De ín n°. 111 beschouwde khoeveelheid, die ontstaat door 
ieder element van H met ieder element van H'’ tot een paar te 
vereenigen, wordt het product der hoeveelheden H en H’ genoemd 
en door H.H’ aangeduid. Daar de producthoeveelheid (evenals 
de hoeveelheid (49), waarop ze af te beelden is) ab elementen 
bevat, kan het product ab der getallen a en b ook gedefiniëerd 
worden als het aantal elementen van het product H . H’ van een 
hoeveelheid H met a en een hoeveelheid H’ met b elementen. 

We merken nog op, dat de hoeveelheid H . H’ als een som 


1) Neemt men voor MH de hoeveelheid der getallen 1, 2,...… a en 
voor H' die der getallen 1, 2, ...… b (waarbij meri, wat de gemeen- 
schappelijke getallen betreft, onderscheid moet maken tusschen een getal 
als behoorend tot H en datzelfde getal als behoorend tot H’), dan is 
de in den tekst genoemde hoeveelheid niets anders dan die der 
indexparen van de elementen Eje der hoeveelheid (49). 
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van a hoeveelheden *) ieder met 5 elementen te beschouwen is, 
waarbij de jd°e dier hoeveelheden gevormd wordt door de 
elementenparen | 

(ER EO EEDE ES ELN: 
hierdoor geraakt men van de nieuwe definitie van het product 
ab tot de oorspronkelijke terug (zie n° 90). 


113. Evenals dat bij een som van twee hoeveelheden het 
geval was (zie de noot van blz. 15) is het begrip „product van 
twee hoeveelheden natuurlijk niet tot eindige hoeveelheden 
beperkt. 

Het vormen van het product H . H’ wordt vermenigvuldiging der 
hoeveelheden H en H’ genoemd. 

Bij de van H.H’ gegeven definitie spelen beide hoeveelheden 
dezelfde rol, zoodat onmiddellijk te zien is, dat de vermenig- 
vuldiging van twee hoeveelheden commutatief is. M. a. w.: 

RU Me (62) 


114. Ook is de vermenigvuldiging van hoeveelheden assocía- 
Hof war weze 
Perte Edel del de PAL (63) 
Immers zoowel de in het eerste lid als de in het tweede lid 
van (63) genoemde hoeveelheid wordt gevormd door de elemen- 
ten, die men verkrijgt door een element van H met een element 
van H’ en een element van H” tot een drietal (dat verder als 
één enkel element beschouwd wordt) vereenigd te denken (ver- 
gelijk n°, 41). 


115. In verband met de optelling van hoeveelheden (zie n?, 
98 en 39) heeft de vermenigvuldiging van hoeveelheden nog de 
distributieve eigenschap, die in formule luidt: 

(Eon Mm tt lS HT ete aen (64) 

Immers een element van de in het eerste lid van (64) genoemde 

1) Zonder gemeenschappelijke elementen. 

2) Ook is de hoeveelheid H.H’ te beschouwen als een som van 
b hoeveelheden ieder met a elementen, waarbij de kde dier hoeveelheden 


gevormd wordt door de elementenparen 
(E‚, Er), (Es, Er), . eej (Ea, Ex). 
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hoeveelheid is een paar, dat ontstaat door een element van 
H + H’ (dus een element van H of van H’) met een element 
van H” te combineeren. Dit elementenpaar is dus een element 
van H.H” of van H’. H”, dus een element van de in het tweede 
lid van (64) genoemde hoeveelheid. Evenzoo bewijst men, dat 
omgekeerd een element van laatstgenoemde. hoeveelheid ook 
behoort tot de hoeveelheid genoemd in het eerste lid van (64). 


116. Wanneer we de vermenigvuldiging van getallen op de 
in n°. 112 aangegeven wijze definiëeren, dus met behulp van ver- 
menigvuldiging van hoeveelheden, is de moduluseigenschap (zie 
n°. 91 en 92) onmiddellijk in te zien, terwijl de grondvormen 
(50), (51) en (52) resp. van de commutatieve, associatieve en 
distributieve eigenschap der vermenigvuldiging van getallen 
onmiddellijk uit de overeenkomstige, door (62), (63) en (64) uit- 
gedrukte, eigenschappen van hoeveelheden volgen. Ook de uit- 
breidingen dier grondeigenschappen, dus de algemeene commu- 
tatieve, associatieve en distributieve eigenschap (zie n°. 96 en 
102), zijn uit de definitie van n® 112 door beschouwing van 
hoeveelheden aan te toonen, op soortgelijke wijze als dit in n®, 
60 voor de optelling geschied is. Het bewijzen der afgeleide 
eigenschappen uit de grondeigenschappen verdient echter de 
voorkeur (zie n°. 61). 


$S 5. Machtsverheffing van natuurlijke getalle!!: 


117. Definitie der machtsverheffing. Vormt men het product 
van b gelijke factoren a, dus 
ORE D factoren): 
dan schrijft men daarvoor f 
a?. 

Deze uitdrukking wordt een macht genoemd en wel a tot de 
macht b. Het getal a heet grondtal en het getal b de exponent 
van de macht. Het vormen van de macht heet machtsverheffing; 
deze wordt niet tot de hoofdverbindingen gerekend, daar ze, 
zooals blijken zal, niet rechtstreeks bij de vorming der verschillende 
uitbreidingen van het getalbegrip betrokken is. 

Voor b = 2 wordt de macht ook het vierkant of kwadraat van a 
genoemd. 


118. Uit de definitie der machtsverheffing volgt onmiddellijk, 
door te bedenken, dat een product met één factor gelijk aan 
dien factor is (vergelijk n°. 52): 

al =Q, (65) 
terwijl men in verband met de moduluseigenschap der nnb 
vuldiging (zie n°. Olen 92) heeft: 

RAAS (66) 

Uit (65) en (66) blijkt, dat at en 1% alleen dan gelijk zijn als 
a=l is; a? en b? zijn dus niet altijd gelijk, zoodat de machtsver- 
heffing een niet-commutatieve verbinding is. Echter kan het wel 
voorkomen, dat a? en hb? gelijk zijn zonder dat a en b gelijk 
zijn,.zooals,2* = 4 doet: zien, *). 


119. Distributieve eigenschap der machtsverheffing. Volgens 
de in n°. 117 gegeven definitie is (a b)‘ een product van c gelijke 
factoren a b, dus een product van 2c factoren, c factoren a enc 


1) Aangetoond kan worden, dat dit het eenige geval is, waarbij 
a? —= bäen atb is; zie n°. 213, 
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factoren b. Door de c factoren a tot a° en de c factoren b tot 
b° samen te nemen vindt men: 
(ag)t=r afb (67) 

Hieruit leest men af, dat men bij de vorming van een macht 
waarvan het grondtal een product van twee factoren is, de machts- 
verheffing over de factoren van het product mag verdeelen. 
Men drukt dit uit door te zeggen, dat de machtsverheffing, wat 
het grondtal betreft, distributief is ten opzichte van de vermenig- 
vuldiging *). 

Men kan de eigenschap ook zoo formuleeren, dat het product 
van twee gelijknamige machten gevonden wordt door de gelijk- 
namige macht van het product der grondtallen te vormen. Hierbij 
zijn onder gelijknamige machten machten met denzelfden exponent 
te verstaan. 


120. Het van de formule (67) gegeven bewijs is geheel gelijk 
aan het in n°. 97 gegeven bewijs der formule (53) als men in 
laatstgenoemd bewijs de optelling door vermenigvuldiging en de 
vermenigvuldiging door machtsverheffing vervangt. 

Dit staat hiermede in verband, dat de machtsverheffing op 
dezelfde wijze uit de vermenigvuldiging wordt afgeleid (nl. als 
herhaalde vermenigvuldiging) als de vermenigvuldiging uit de 
optelling (nl. als herhaalde optelling). Bij de machtsverheffing 
spelen \grondtal en exponent resp. dezelfde rol als vermenigvul- 
digtal en vermenigvuldiger bij de vermenigvuldiging. Daardoor 
is de distributieve eigenschap der vermenigvuldiging, wat het 
vermenigvuldigtal betreft, d.í. de formule (53), onmiddellijk om 
te zetten tot de distributieve eigenschap der machtsverheffing, wat 
het grondtal betreft ®). 


1) Dit geldt niet wat den exponent betreft, daar abc niet steeds 
gelijk is aan a?a°, zooals uit de formule (69) van n°. 122 blijkt, 
maar ook met behulp van een voorbeeld kan worden aangetoond. Hier- 
voor kan men nemen: 

OA we, 

2) De lezer geve zich rekenschap waarom de distributieve eigenschap der 
vermenigvuldiging wat den vermenigvuldiger betreft, dus de formule (52), 
niet is om te zetten tot distributiviteit der machtsverheffing ten opzichte 
van de vermenigvuldiging wat den exponent betreft; vergelijk n°. 122. 
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121. Op dezelfde wijze als waarop (53) uit te breiden is tot 
het geval, dat het vermenigvuldigtal een som van it termen is, 
hetgeen door volledige inductie geschieden kan (zie n°. 99, waar 
op deze wijze de formule (52) is uitgebreid), is de formule (67) 
uit te breiden tot het geval, dat het grondtal een product van 
n factoren is. Men vindt zoo: | 

(ODE EN AEON EML (68) 

Dit is de algemeene distributieve eigenschap der machtsver- 
heffing. 

122. Verdere eigenschappen der machtsverheffing. Een 
verdere eigenschap der machtsverheffing is: 

rs (69) 

Het bewijs hiervan verloopt op geheel soortgelijke wijze als 
dat van de formule (52) van n°. 97. Het eerste lid van (69) is 
nl. het product van 4 + ec factoren a. Door b dier factoren tot 
a? en de overige c factoren tot a° samen te nemen geraakt men 
MOEN OI 

De formule (69) is verder weer door volledige inductie uit te 
breiden tot: 


ek b0 nn | KORE (70) 

123. Door in de formule (70) de getallen b,, b,,....… bo alle 
gelijk te nemen vindt men (rn door ec vervangend): 

rdnr (71) 


Hieruit blijkt, dat 
(a) en al*9 (72) 
niet gelijk zijn, daar toch be en b° niet gelijk behoeven te zijn, 
zooals het geval b= 1 doet zien. De machtsverheffing bezit dus 
niet de associatieve eigenschap. Men moet dus door haakjes aan- 
geven welke der beide uitdrukkingen (72) bedoeld is. Laat men 
de haakjes weg, schrijft men dus 
An (73) 
dan is daarmede de tweede der uitdrukkingen (72) bedoeld. Dit 
vindt zijn reden daarin, dat men voor de eerste der uitdrukkingen 
(72) eenvoudiger a? schrijven kan, terwijl de tweede uitdruking 
niet verder te vereenvoudigen is. 


ol 


Uit (71) leiden we verder nog af: 
(a°)"= (a°)’, 
zoodat de exponenten b en c verwisseld mogen worden. Dit is 
(wegens het niet-commutatieve karakter der machtsverheffing) bij 
de uitdrukking (73) niet geoorloofd. 


124. /s a > b, dan is 
Op (74) 

Dit is door volledige inductie naar c zonder moeite aan te 
toonen. De ongelijkheid (74) is nl. juist voor c= 1, terwijl men 
uit (74) in verband met de eerste eigenschap van n®. 106 afleidt: 

Ona 2D; 
qe+! je, be+1, 

Dit nu is de ongelijkheid, waarin (74) overgaat door c te vervan- 
gen door c + 1 (zie ook de aan het eind van n°. 106 bedoelde 
uitbreiding der daar voorkomende eigenschappen). 

Omgekeerd kan men natuurlijk uit (74) tot a> b besluiten, 
daar uit a S b zou volgen a° < b£ 

Door b= 1 te nemen vindt men in het bijzonder (lettend op 
de formule (66) van n°. 118): | 

Koorpdesl iS 

ra (75) 


125. Verder heeft men: 
Tena ThaensDert ‘OUNneLss 
aas (76) 
Volgens (75) is nl: 
tv Pad 
dus: 
qm ene 106 
qe) En a°, 
waaruit men tot (76) besluit. 
Omgekeerd kan uit (76) tot b > c besloten worden, evenals uit 
a? = aen a> l tot b= ec, zooals zonder moeite blijkt. 


126. Uit de formule (56) van n°. 100 vindt men: 
(tan leePi Zat d®, 


waaruit volgt: 
fs ot) a ze (77) 


Door volledige inductie leiden we daaruit af: 
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Voor n = 2 is 
(Zl + a)" > 1 + na. (78) 

Voor n= 2 gaat (78) nl. in (77) over. Om den stap van zn 
op n +1 te doen leiden we uit (78) in verband met de eigen- 
schap van n°. 105 af: 

(1 + a+! > (1 + nq) (l + 4) = 
= 1 + (n + Da + nat > 1 + (n + Da, 
dus volgens de eigenschap van n°. 5: 
Obradk ke dbb on dA 

hetgeen de ongelijkheid is, waarin (78) overgaat door n door 
nt 1 te vervangen. 


127. Gevallen, waarin de machtsverheffing associatief is. 
We willen nu nagaan in welke gevallen de gelijkheid 
(ab) = aë° (79) 
bestaat, dus de machtsverheffing associatief is. 
Uit (79) volgt: 
aios (80) 
Hieraan is voldaan voor a = Ì. 
Is a > 1, dan geldt (80) dan en alleen dan als 
be = be | (81) 
is (zie de opmerking aan het eind van n° 125). Hieraan is 
voldaan voor c =|. 
Seen lssdansvolet uit (8 ealssmenstadejlestel 
DET KROOS 


waaruit men afleidt: 
ders let (82) 


Hieraan is niet voldaan als b = 1 is, waaruit volgt b > 1. We 
kunnen dus b = 1 +e stellen, waardoor (82) overgaat in: 
dt Le (AMEN (83) 
Voors disls (AUS SE == 2 VOIR NIEL RR AUS LS 
d > 1, dan volgt uit (83) in verband met de eigenschap van n°. 126: 
dn een ese: 
d > de, 
hetgeen voor geen enkele waarde van d en e het geval is. 


1) Uit d + 1 < of > bd zou nl. volgen b(d + 1) < resp. > b.bd. Zie 
ook n°. 133, waar de ondubbelzinnigheid der deeling besproken wordt. 
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Resumeerend vinden we dus: 

Aan de vergelijking (79) wordt alleen in de volgende drie 
gevallen voldaan: 

19 als qe ls re nIsve es LISA 980 vals bc = 2 Îs; 


128. Definitie der machtsverheffing door volledige inductie. 
Ook de machtsverheffing kan door volledige inductie gedefiniëerd 
worden, nl. door de formule (65) van n°. 118 gecombineerd met 
int KOTS (84) 
Deze definitie stemt geheel met de in n®. 107 van vermenig- 
vuldiging gegeven definitie overeen als men de daarin voorkomende 
optelling en vermenigvuldiging resp. door vermenigvuldiging en 
machtsverheffing vervangt; daarbij moet men vermenigvuldiger 
door exponent vervangen, waardoor de formule (47) van n°. 91 
in (65) overgaat. 


129. De distributieve eigenschap (67) der machtsverheffing (zie 
n°. 119) kan nu door volledige inductie naar c bewezen worden. 
Voor e= l volgt (67) onmiddellijk uit (65), terwijl men aldus 
den stap van c op c + l kan doen: 

Le Le ZO) ADD 
MAN Oel de OGA, 

De formule (69) van n°. 122 bewijzen we door volledige inductie 
naar Cc. Voor c=l volgt de juistheid van (69) onmiddellijk uit 
(84) en (65), terwijl de stap van c op c + 1 aldus gedaan wordt: 

qbrerd) — qe+o+l — q. qbte= a (a? . a) = 
Arde BEM AE U AAE 

Evenzoo kan de formule (71) van n°. 123 door volledige inductie 

naar Cc bewezen worden, hetgeen we aan den lezer overlaten. 


130. Definitie der machtsverheffing met behulp van hoe- 
veelheden. Blijkens de definitie van n°. 117 is het getal a? ook 
op te vatten als het aantal elementen der hoeveelheid H, die 
ontstaat door het product te vormen van b hoeveelheden 

FAA ET evene (85) 
ieder van a elementen (zie n°. 112). 


94 


Een element der hoeveelheid H ontstaat door van ieder der 
hoeveelheden (85) een element te nemen en deze b elementen 
tot één enkel element vereenigd te denken. Is Hx» een der hoe- 
veelheden (85), dan noemen we de elementen van He: 


jr ns tofs 9 lef 
Een element der producthoeveelheid H is dan een b-tal elementen 
Eij) Es» E3j hide Evj» (86) 


waarvan het eerste tot H, behoort, het tweede tot H,, enz. De 
verschillende elementen van H verkrijgt men door in (86) aan 
ji, Jes ---…» jo waarden toe te kennen, die voorkomen onder de 
getallen 1, 2,.... a; daarbij mogen ook sommige der j’s gelijk zijn. 


181. Zij H’ een hoeveelheid met a elementen 
Ene. (87) 
Het element Ei; (het jde element der hoeveelheid He) kan worden 
aangewezen door de combinatie Hx», Ej, zoodat het element 
(86) van H aangewezen wordt door | 
(HL, Ej) (Hs, Ei), Ae (Hs, Ej). (88) 

Het aantal elementen, waarvan (88) er één is, is gelijk aan dat 
der hoeveelheid H, dus a?. 

De b hoeveelheden (85) vatten we op als elementen van een 
hoeveelheid H”. Het element (88) is nu te beschouwen als een 
manier om aan ieder element van H”, dus aan ieder der hoe- 
veelheden (85), een der elementen (87) van de hoeveelheid H’ toe 
te voegen, waarbij ook aan verschillende elementen van H” het- 
zelfde element van H’ kan worden toegevoegd. Zulk een toe- 
voeging wordt een belegging der elementen van H' met elementen 
van H’Y) genoemd. Het aantal dier beleggingen is gelijk aan a?. 

Het blijkt dus, dat a? ook gedefiniëerd, kan worden als het 
aantal manieren, waarop de elementen van een hoeveelheid met 
b elementen belegd kunnen worden met elementen van een hoe- 
veelheid met a elementen. 

Deze definitie voert onmiddellijk tot de formules (65) en (66) 
van n°. 118, terwijl ook de overige eigenschappen der machtsver- 
heffing daaruit zijn af te leiden (vergelijk n°. 241 en 242). 


1) Ook wel kortweg belegging van H'' met elementen van H'. 


S 6. Deeling van natuurlijke getallen. 


132. Definitie der deeling. Op geheel dezelfde wijze als in 
n°. 68 de aftrekking als de omkeering der optelling gedefiniëerd 
is, wordt (ook bij alle volgende uitbreidingen van het getalbegrip) 
de deeling gedefiniëerd als de omkeering der vermenigvuldiging. 
De deeling wordt als de vierde hoofdverbinding (of -bewerking) 
aangeduid. 

Bij de deeling ís het de vraag het getal x zoo te bepalen, dat 

ib edt (89) 
is, waarin a en b gegeven getallen zijn, die resp. deeltal en deeler 
genoemd worden. 

Voor de vergelijking (89) kan men ook schrijven 

OS (90) 
zoodat de vermenigvuldiging slechts één omgekeerde verbinding 
toelaat en er dus slechts één soort van deeling bestaat. 


133. Op geheel soortgelijke wijze als in n° 69 toont men 
aan, dat de deeling, zoo ze mogelijk is, ondubbelzinnig is, d. w. z. 
dat aan de vergelijking (89), of (90), door hoogstens één waarde 
van X kan worden voldaan. Was nl. aan (89) voldaan door 
BR VE OOL A == Ke VED Was DiVen Xj ee Xd ZOU: uits de 
eigenschap van n°. 105 volgen bx, > bx, dus a > a. 

De ondubbelzinnigheid der deeling kan ook zoo worden uitge- 
drukt, dat uit 

Dx = by 
volgt x =y. 

134. Verdeelings- en verhoudingsdeeling. Aan het eind van 
n°. 132 is opgemerkt, dat er slechts één soort van deeling bestaat, 
daar een getal x, dat aan (89) voldoet, ook aan (90) voldoet en 
omgekeerd. Soms echter maakt [men onderscheid tusschen de 
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deeling, waarbij een getal x gevraagd wordt, dat aan (89) vol- 
doet, en deeling, waarbij een getal x gevraagd wordt, dat aan 
(90) voldoet; deze worden resp. verdeelingsdeeling en verhou- 
dingsdeeling genoemd Y). 


135. Bij de verdeelingsdeeling moet men x zoo bepalen, dat aan 
AEK OMELET) eed 
voldaan is. Gevraagd is dan dus het getal a als som van & 
gelijke getallen te schrijven of, zooals men ook zeggen kan, ket 
getal a in b gelijke deelen te verdeelen. 
Bij de verhoudingsdeeling daarentegen moet men x zoo bepalen, 


dat aan 
Ohlin termen 


voldaan ís. Gevraagd is dan a als som van gelijke getallen 5 
te schrijven, dus ket aantal getallen b te vinden, wier som a 
bedraagt. 


136. Wanneer men bij de producten bx of xb vermenigvul- 
digtal en product als aantallen elementen van een hoeveelheid 
beschouwt, stelt men bij de verdeelingsdeeling de vraag een 
hoeveelheid van a elementen in b hoeveelheden te verdeelen, die 
alle hetzelfde aantal elementen bevatten. Bij de verhoudings- 
deeling daarentegen is het de vraag een hoeveelheid van a elementen 
in hoeveelheden ieder van b elementen te verdeelen. 

In het eerste geval is het aantal elementen van ieder deel, in 
het tweede geval het aantal deelen gevraagd. 


137. Daar, wat het gevraagde getal x betreft, beide soorten 
van deeling op hetzelfde neerkomen en we bij producten de 
beide factoren als gelijkwaardig behandelen zonder daarbij steeds 
onderscheid te maken tusschen vermenigvuldigtal en vermenig- 
vuldiger, hebben we in het volgende geen behoefte de onder- 
scheiding tusschen verdeelingsdeeling en verhoudingsdeeling in 
het oog te houden. Beide deelingen zijn als rekenkundige vraag 


1) Dat men bij de aftrekking een dergelijk onderscheid niet maakt, 
vindt zijn grond daarin, dat bij de optelling de commutatieve eigenschap 
meer onmiddellijk ín het oog valt dan bij de vermenigvuldiging (zie 
de noot van blz. 36). 
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geheel dezelfde. Dat twee verschillende vragen betreffende hoeveel- 
heden tot die rekenkundige vraag voeren, verandert daaraan niets. 
We vatten dan ook de deeling uitsluitend als een verbinding van 
getallen op !); voor welk der twee in n®. 136 genoemde doel- 
einden dit dient is daarbij onverschillig. 


138. Definitie van deelbaarheid. Wanneer aan de vergelijking, 
(89) van 132 (of (90), wat op hetzelfde neerkomt) kan worden 
voldaan wordt a deelbaar door b en b deelbaar op a genoemd. 
Ook zegt men dan, dat b een deeler van a en a een veelvoud 
van b is. 

In geval van deelbaarheid wordt het getal x, dat aan (89) 
voldoet, het quotiënt van a en b genoemd en als a: b of 7 
geschreven. Dit quotiënt is eveneens een deeler van a. 

De deelers b en x, wier product het getal a is, worden 
complementaire deelers van a genoemd; de getallen 6 en x 
spelen daarbij dezelfde rol, hetgeen men uitdrukt door te zeggen, 
dat de betrekking tusschen b en x wederkeerig of reciprook is. 

We merken nog op, dat een getal even of oneven genoemd wordt 
al naar gelang het wel of niet door 2 deelbaar ís, dus al naar 
gelang het wel of niet in den vorm 2v geschreven kan worden. 


139. Aan de vergelijking (89) is steeds te voldoen als b = a 
DIS welk vevals ple tesp. Xx. grs, Ditrbeteekent;, 
dat ieder getal zich zelf en het getal 1 tot deelers heeft en wel 
tot complementaire deelers. 

Is bh een deeler van a, die van a en l verschilt, dan wordt 5 
een echte deeler van a genoemd. De bij een echten deeler van 
a behoorende complementaire deeler is eveneens van a en Ì 
verschillend, dus eveneens een echte deeler van a. 


140. Uit de eigenschap van n°. 105 volgt, in verband met de 
formule (46) van n°. 91, dat men voor x > 1 heeft: 
OAD: 


1) Dit wil dus zeggen, dat we ons bepalen tot wat wel onbenoemde 
getallen genoemd worden; de onderscheiding tusschen benoemde en 
onbenoemde getallen lijkt ons echter bij een wetenschappelijke behan- 
deling der rekenkunde niet dienstig. 
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In elk geval geldt dus: 
| OxsD, 

Hieruit blijkt, dat aan de vergelijking (89) niet kan worden 
voldaan als b > a is (waarmede natuurlijk niet gezegd is, dat aan 
(89) wel kan worden voldaan als 5 < a ís). Dit wil dus zeggen, 
dat een getal, dat > a is, geen deeler van a is, hetgeen men 
ook op een der volgende wijze kan uitdrukken: 

ledere deeler van het getal a is Sa. 

leder veelvoud van het getal a is = a. 

Dit beteekent, dat a de grootste deeler van a en het kleinste 
veelvoud van a is. 

We merken nog op, dat uit het voorgaande onmiddellijk volgt, 
dat 1 het eenige getal is, dat op ieder getal deelbaar is. 


141. Transitieve eigenschap der deelbaarheid. Deze luidt: 

ls het getal a deelbaar doòr b en b deelbaar door c,‚ dan is 
ook a deelbaar door c. 

Uit de deelbaarheid van a door b en van & door ec volgt nl, 
dat men de getallen a’ en 6’ zoo kan bepalen, dat 

abd 
is. Daaruit volgt dan: 
OD MOA) SE CH ONS 

zoodat a door c deelbaar is. 

We vestigen nog de aandacht op de overeenstemming der 
eigenschap met de transitieve eigenschap van het begrip ‚„grooter” 
ien ROER 


142. Men kan de eigenschap van n°. 141, die blijkbaar een 
onmiddellijk uitvloeisel van de associatieve eigenschap der ver- 
menigvuldiging is, ook op een der volgende wijze formuleeren: 

Een deeler van een getal is ook een deeler van een veelvoud 
van dat getal. | 

Een veelvoud van een veelvoud van een getal is zelf ook een 
veelvoud van dat getal. 


1) Laatstgenoemde eigenschap kan men nl. ook zoo formuleeren: 
Zijn de aftrekkingen a —b en b — ec mogelijk is, dan is ook de 
aftrekking a — c mogelijk. 
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Een deeler van een deeler van een getal is zelf ook een deeler 
van dat getal. | 


143. Eigenschappen der deeling. Uit de eigenschap van 
n°. 140 blijkt onmiddelijk, dat, als de deeling a : b mogelijk en 
b <a is, de deeling b:a onmogelijk is. In het bijzonder is a 
niet op een echten deeler van a deelbaar. 

Hieruit ziet men, dat de deeling niet commutatief is (vergelijk 
n°. 75), behalve als a = b is, in welk geval zoowel a: bals b:a 
gelijk aan 1 is. 


144. De in n°. 76—88 voorkomende eigenschappen der aftrek- 
king, die uit eigenschappen der optelling volgen, zijn onmiddellijk 
om te zetten tot eigenschappen der deeling, daar de eigenschappen 
der optelling ook voor de vermenigvuldiging gelden. Men heeft 
daarbij in de beschouwingen van n®. 76—88 slechts overal de 
teekens + en — resp. door X en : te vervangen. 

Een afwijking krijgt men echter ten aanzien van de voorwaar- 
den, die vervuld moeten zijn om de verschillende aftrekkingen 
mogelijk te maken. Die voorwaarden zijn nl. anders dan bij 
de deeling en zijn hier door voorwaarden van deelbaarheid te 
vervangen. 


145. De formules (27) en (28) van n°. 76 zijn op de aange- 
geven wijze om te zetten tot: 
a 


vn Ak (91) 


ab 
ze 
Bij de eerste dezer formules wordt ondersteld, dat a door b 
deelbaar is (hetgeen in de plaats komt van de voorwaarde a > hb, 
die voor de geldigheid van (27) noodig is), terwijl de tweede 
altijd geldt. Ook dit is geheel analoog met het in n®. 76 opge- 
merkte. 


146. De formule (29) van n°. 77 gaat door de in n°. 144 
besproken omvorming over in: 


B (92) 


(93) 
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In woorden luidt dit: 

Een quotiënt wordt met een getal vermenigvuldigd door het 
deeltal met dat getal te vermenigvuldigen. 

Of ook zoo (vergelijk n°. 78): 

Een product van twee getallen wordt door een getal gedeeld 
door, zoo mogelijk, een der factoren van het product door dat 
getal te deelen. 


147. Aangaande de formule (93) gelden geheel soortgelijke 
opmerkingen als de in n°. 78 aangaande de formule (29) gemaakte. 
Heeft het eerste lid van (93) beteekenis, dan kan dit tot het 
tweede lid herleid worden, dat dan dus ook beteekenis heeft; 
m. a. w. ab is deelbaar door c als b dit is, hetgeen niets anders 
is dan de eigenschap van nê. 141 }). 

Omgekeerd kan echter het tweede lid van (93) beteekenis heb- 
ben en het eerste lid niet. 


148. De formule (31) van n°. 79 is om te zetten tot: 


HD 
rn Ie (94) 

Of in woorden: 

Een quotiënt wordt door een getal gedeeld door den deeler 
met dat getal te vermenigvuldigen. 

Heeft het eerste lid van (94) beteekenis, dan geldt dit ook 
voor het tweede lid en omgekeerd, geheel analoog met het aan- 
gaande de formule (31) opgemerkte. 


Evenzoo vormt men de formule (32) van n°. 80 om tot: 


\ 


a ac (95) 


bea 
Heeft het eerste lid hiervan beteekenis, dan geldt dit ook voor 
het tweede lid, maar niet omgekeerd. 


1) Evenals uit de transitieve eigenschap van het begrip „grooter” 
(zie nb. 5) volgt, dat (a + b) — c beteekenis heeft als a + (b — c) dat 
heeft (zie n?. 78), zoo volgt uit de transitieve eigenschap der deelbaar- 


b b 
heid (zie n°. 141), dat en beteekenis heeft als dit met a. En het geval is. 
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149. De formule (33) van n°. 81 gaa, over in: 
OE FOR UC 


Drait bd 
hetgeen in woorden luidt: 

Het product van twee quotiënten is het quotiënt, dat men ver- 
krijgt door het product der deeltallen als nieuw deeltal en het 
product der deelers als nieuwen deeler aan te nemen. 

Door volledige inductie kan de formule (96) aldus tot een 
product van ” quotiënten worden uitgebreid: 

di Gs vie VE 
EES ERO (97) 
Verder gaat de formule (34) van n°. 81 over in: 
Gama ad 
er (98) 

De tweede leden van (96), (97) en (98) hebben beteekenis zoo 

dit resp. met de eerste leden het geval is, maar niet omgekeerd. 


(96) 


150. De formules (35) en (36) van n°. 82 en 83 gaan over in: 
a 
Tie Ge 


eee (100) 


Ld G 


of in woorden: 

Een quotiënt wordt met een getal vermenigvuldigd door, zoo 
mogelijk, den deeler door dat getal te deelen. 

Een quotiënt wordt door een getal gedeeld door het deeltal 
door dat getal te deelen. 

Uit (99) ziet men, dat a:(b:c) niet gelijk is aan (a:b):c 
(tenminste als c > 1 is), zoodat de deeling niet associatief is. 

Uit de formules (37) en (38) van n°. 83 volgt verder nog: 


b a 

On nd (101) 
a C 
b:c b:a' Or, 


151. Met de eigenschap van n°. 84 komt overeen: 


Isa > b,dan iss 
b 
hk, 
c Cc 
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Voor het bewijs hiervan heeft men zich op de eigenschap van 
n°. 105 (die met die van n°. 49 overeenkomt) te beroepen. Het 


bewijs komt dus hierop neer, dat uit se ee zou volgen: 


IAN 


C . C . 


a bD 
1 Re 
dus a Sb, in strijd met het onderstelde. 

De in de eigenschap van n®. 84 genoemde voorwaarde c < a 
en < b, die dient om de aftrekkingen a —c en b — ce mogelijk 
te maken, ís nu natuurlijk te vervangen door de voorwaarde, 


dat c zoowel op a als op b deelbaar is. 


152. Het vergelijken van quotiënten. De omzetting der 
eigenschap van n®. 85 tot quotiënten luidt: 

Zijn ben d resp. deelbaar op a en c,‚ dan geldt dan en 
alleen dan: 


hf 

FOR 
als voldaan is aan: 

elohslt 


Hieruit leidt men de volgende formule af (die met de formule 
(42) van n°. 87 overeenkomt): 
NLC 
DEN (103) 
In woorden luidt dit: 
Een quotiënt verandert niet als men deeltal en deeler met een 
“zelfde getal vermenigvuldigt of door een zelfde getal deelt. 


153. Eindelijk komt met de eigenschap van n°. 88 overeen: 
Men heeft dan en alleen dan: 
a 


Te 


al © 


als voldaan is aan: 
ads=bG. 
De voorwaarde a > b en c > d uit de eigenschap van n°. 88 
is nu natuurlijk door de voorwaarde van deelbaarheid van a door 
b en van c door d te vervangen. 
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154. Distributieve eigenschap der deeling. Zijn a en b beide 
door c deelbaar, dan heeft men volgens de distributieve eigen- 
schap der vermenigvuldiging: 


ard Oras 0 
Etsretehdcatb (104) 
Hieruit volgt: 
zink (105) 
sonde C 


Dit drukt uit, dat de deeling, wat het deeltal betreft, distributief 
is ten opzichte van de optelling. 
De distributieve eigenschap geldt echter niet wat den deeler 
betreft, zooals b.v. kan blijken uit: 
2 


2 
1 esn 
De formule (105) kan worden uitgebreid tot: 


(REN ot deet On. 
Dien, b 


155. Onderstel a en b deelbaar door c. Is a > b, dan is 


LE 


ned ded. 
aan rn (106) 


= => 4 (zie de eigenschap van n°. 151) en volgens de distributieve 


eigenschap der vermenigvuldiging ten opzichte van de aftrekking 
(dus volgens de formule (59) van n°. 103): 


ee ea (107) 
C C C 
Hieruit volgt: 


Ed (108) 


hetgeen uitdrukt, dat de deeling, wat het deeltal betreft, distri- 
butief is ten opzichte van de aftrekking. Dit geldt echter weer 
niet voor den deeler. 


156. Eenige eigenschappen betreffende deelbaarheid. Bij 
het bewijs van n°. 154 is slechts aangenomen, dat a en b door 
c deelbaar zijn. Dit voert tot (104), waaruit men afleidt, dat a + b 
door ec deelbaar is. Men heeft dus: 

Zijn de getallen a en b beide deelbaar door c,‚ dan is ook 
atb deelbaar door c. 


64 


Het is duidelijk, dat deze eigenschap tot een som van n termen 
is uit te breiden. 

Opgemerkt zij nog, dat uit de deelbaarheid van a + b door c 
niet tot de deelbaarheid van a en 4 door c kan worden besloten, 
zoodat het tweede lid van (105) zin kan hebben zonder dat dit 
met het eerste lid het geval is. 


157. Op geheel soortgelijke wijze volgt uit het bewijs van 
n°. 155, dus uit (107): 

Is a> b en zijn a en b beide deelbaar door c‚ dan is ook 
a — b deelbaar door c. 

Heeft het eerste lid der formule (108) zin, dan geldt dus 
hetzelfde voor het tweede lid, maar niet omgekeerd. Het eerste 
lid van (108) kan dus steeds door het tweede lid vervangen 
worden, terwijl het omgekeerde alleen mogelijk is als a en & 
door c deelbaar zijn. 


158. Een onmiddellijk gevolg der eigenschap van n@. 157 is. 

Zijn a en atb beide deelbaar door c‚ dan is ook b deelbaar door c. 

Voor 4 kan nl. (a + b) — a worden geschreven. 

Kan andere formuleering van dit gevolg der eigenschap van 

mel St 

ind a wel en b niet deelbaar door c,‚ dan is a + b niet deelbaar 
door Cc. 

Immers waren a en a+b beide deelbaar door c,‚ dan was 
(volgens de vorige formuleering) ook b deelbaar door c, in strijd 
met het onderstelde. 


159. Op soortgelijke wijze volgt uit de eigenschap van n°. 156: 

ls a>b en zijn b en a —b beide deelbaar door c,‚ dan is 
ook a deelbaar door c. 

ls a niet en b wel deelbaar door c,‚ dan is a—b(a>b 
ondersteld) niet deelbaar door c. 

Verder volgt uit de eigenschap van n°. 157 nog: 

Is a wel en b niet deelbaar door c, dan is a — b (a > b onder- 
steld) niet deelbaar door c. 

ls a> b en zijn a en a —b beide door c deelbaar, dan is ook 
b door c deelbaar. 
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160. Is a deelbaar door b, dan kan men een getal g bepalen, 
waarvoor a = bq is. Is verder aan ad = be voldaan, dan is: 
bqd = be, 
waaruit in verband met de ondubbelzinnigheid der deeling (zie 
n°. 133) volgt, dat e= qd, dus c door d deelbaar is. Hiermede is de 
volgende aanvulling der eerste eigenschap van n°, 152 verkregen: 
ls het getal a deelbaar door b en is voldaan aan | 
ntb 0E 
dan is ce deelbaar door d. 
Daar 
a(be) = biae) 
is, ligt hierin als bijzonder geval opgesloten: 
ls a deelbaar door b, dan is ae deelbaar door be en omgekeerd, 
Hieruit ziet men, dat de deelingen voorkomende in de formule 
(103) van n®. 152 òf beide mogelijk òf beide onmogelijk zijn. 


161. Eigenschappen der deeling in verband met de machts- 
verheffing. Uit de formule (69) van n°. 122 volgt: 
qP-eqe = ql-dte — a?, 
waaruit men afleidt: 


gie. (109) 


Hierbij wordt natuurlijk b > c ondersteld. Is hieraan voldaan, 
dan is de aftrekking b — c. mogelijk en daardoor ook de dee- 
ling a? : a£. 

162, Is a deelbaar door b, dan volgt uit de distributieve eigen- 
schap der machtsverheffing, dus uit de formule (67) van n°, 119: 


gefel 


5) ze (110) 
Dit drukt uit, dat de machtsverheffing, wat het grondtal 
betreft, distributief is ten opzichte van de deeling. 
De formule (110) is ook te verkrijgen door in de formule (97) 
van n°. 149 de deeltallen a,,'a,, enz. alle onderling gelijk te nemen, 
evenals de deelers b,, bj, enz. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde, 5 


dus: 


pr 
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Blijkens de van (110) gegeven afleiding hebben beide leden 
dier formule zin als a door b deelbaar ís. /s dus de deeling a:b 
mogelijk, dan geldt hetzelfde voor de deeling a° : b°. Dat ook het 
omgekeerde waar is, dus dat uit de deelbaarheid van a° door 
be de deelbaarheid van a door b volgt, zal in n°. 212 blijken. 


163. Merkwaardige producten en quotiënten. Is a > b, danis: 
(ab) (a NED ELD eet AO 

(en Pen bon ent ll en oa kn nl Tjd heen 

tr bet Oene A0 

AU UD ER ON te LOE 

lr DO el 

Volgens de eigenschap van n°. 87 heeft men dus: 
(a == bark DAR ee en OA Ai EERE 
Het eerste lid van deze formule wordt een merkwaardig product 

genoemd. Voor n = 2 luidt de formule: 


(a — b) (a + b) = a° — bî. (112) 

164. Men kan de formule (111) ook in den volgenden vorm 
brengen: 
a —b 


Ee 5 =P arb + arb? +. + abt? + brl, (113) 


Het tweede lid hiervan is een som van n termen. 

De formule (113) drukt uit, daf a” — b* door a — b deelbaar 
is. Het tweede lid van (113) is het quotiënt dier deeling. Men 
noemt dit een merkwaardig quotiënt. 


165. Uit (113) leidt men af door a en & resp. door a? en b% 
te vervangen en van de formule (71) van n°. 128 gebruik te maken: 
2n __ h2n 
E 4 en gn? — q2n-4h? — q2n—sht > Ef — ab2n-t — ben? 
Door beide leden met a — b te vermenigvuldigen vindt men, 
lettend op (99) en (112), het volgende merkwaardige quotiënt: 
mie an? 2n—Ap2 2n—6h4 nN — 
eer ne dert AC earn ba len Set lr = 
we (art — q2n—Ssb? + qèn—sbt —- els De) kn 
ar ZO Hd Dit ED Ml De). (114) 
Deze formule geldt als a > b ís. Blijkens de afleiding is dan 
de aftrekking voorkomend in het laatste lid van (114) mogelijk. 
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166. Is a > b, dan is: 
a (a”” a bn) al pon n a (a”” En b*) J- (a J b) b?r Pe ordenen Or 

a+ b geel D A ee Ai 
daar de deeling voorkomende in het eerste lid mogelijk is, geldt 
hetzelfde voor die ín het derde lid. 

Volgens (114) heeft men dus het volgende merkwaardige 
quotiënt: 

1 RE oe = (GPP + arb? Hgh HH atb? Hb) — 
OD nr 40 tabel). (115) 

Beide leden hiervan blijven onveranderd als men a en b ver- 
wisselt, zoodat (115) ook voor a < b geldig is. Dit is eveneens 
het geval voor a = b, daar dan zoowel het eerste als het tweede 
lid van (115) tot a?” te herleiden is. 

De formule (115) is natuurlijk ook rechtstreeks op soortgelijke 
wijze als (113) aan te toonen, nl. door het tweede lid van (115) 
met a +b te vermenigvuldigen en het product tot a+! + b2r+! 
te herleiden, hetgeen we aan den lezer overlaten. De onder- 
scheiding der gevallen a > b,< b of =b ís dan niet noodig !). 


1 In n®, 631 en 632 zullen de merkwaardige quotiënten (114) en 
(115) op eenvoudiger wijze uit (113) worden afgeleid. 


S7. Verdere eigenschappen betreffende deelbaarheid. 


167. Opgaande en niet-opgaande deelingen. Is a niet deel- 
baar door b en > b, dan is b > 1 (zie n°. 139), dus volgens de 


eigenschap van n®. 105: 
| ab > a. (116) 


Dre2 Oeds tee 0 (117) 
is dus het eerste < a en het laatste > a. Zij qb het grootste der 
getallen (117), dat nog <a is; volgens de eigenschap van n°. 33 
is zulk een grootste getal aanwezig. Blijkens (116) is dan qg < a, 
zoodat het getal (q + 1)b ook tot de getallen (117) behoort en 
dus > a is; wegens het niet deelbaar zijn van a door b is nl. 
(q + 1)b = a uitgesloten. 

We vinden dus: 
Is a niet deelbaar door b en > b, dan kan men steeds een 
zoodanig getal q bepalen, dat voldaan is aan: 

gh San0enel ld _ (118) 

Door deze ongelijkheden is het getal q ondubbelzinnig bepaald, 
daar (118) uitdrukt, dat q het grootste getal is, waarvoor qb <a is. 


Van de a getallen 


168. Hoewel de deeling van a door b, zooals die ín n°. 132 
gedefiniëerd is, in het in n°. 167 beschouwde geval niet mogelijk 
is en er dus van geen quotiënt, gedefiniëerd op de wijze van 
n°. 138, sprake is, wordt toch ook het door (118) bepaalde getal 
q het quotiënt der deeling van a door b genoemd. Waar dit ter 
voorkoming van misverstand noodig is zullen we het getalg (ter 
onderscheiding van het quotiënt volgens n°. 138) het partiëele 
(of gedeeltelijke) quotiënt noemen. 

Men spreekt in het nu beschouwde geval, waarbij de deeler 
niet op het deeltal deelbaar is, van een niet-opgaande deeling, 
terwijl in tegenstelling daarmede de deeling, zooals die oorspronke- 
lijk gedefiniëerd is, een opgaande deeling heet. 


err 
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169. Bij een niet opgaande deeling volgt uit (118) (zie n°. 167), 
dat de aftrekking a — qb mogelijk is. Is 


a—gqb=r, 
dus: 
Geyl, (119) 


dan wordt r de rest der (niet-opgaande) deeling genoemd. 
Uit (118) en (119) volgt verder: 


gar <(gtlib=gb tb, 


rep 


dus: 


zoodat de rest der deeling kleiner dan het deeltal is. 

Is omgekeerd aan (119) voldaan voor r < b, dan kan men 
daaruit in verband met de tweede eigenschap van n°. 158 be- 
sluiten, dat a niet door b deelbaar is; immers uit r < b volgt, 
dat r niet door h deelbaar is (zie n°. 140). 

Verder besluit men uit (119) en r < b, dat aan (118) voldaan 
is, dus dat q het (partiëele) quotiënt en r de rest der (niet- 
opgaande) deeling is. Quotiënt en rest kunnen dus ook gedefi- 
niëerd worden als ket getal q en het getal r < b, waarvoor aan 
(119) voldaan is. 

mo 2edan =volstsuit: 1-55, dater.—-l iser Volgens. (119) ús 
dis een oneven getal, dat > 2 is, steeds in den vorm 2q + 1 te 
schrijven. We merken nog op, dat ieder oneven getal, ook 1, 
in den vorm 2v — 1 te schrijven is. 


170. Gemeene deelers van twee getallen. Onder een ge- 
meenen deeler van twee getallen a en b wordt een getal verstaan, 
dat zoowel op a als op b deelbaar is. Voor ieder tweetal getallen 
is l een gemeene deeler. [s Ì de eenige gemeene deeler van a 
en b, dan worden a en b onderling ondeelbaar of relatief 
priem genoemd; hebben a en b echter een gemeenen deeler, die 
> 1 is, dan heeten deze getallen onderling deelbaar. 

Uit deze definitie volgt, dat / met ieder getal onderling ondeel- 
baar is. 


171. /s a een veelvoud van b en b > l, dan zijn a en b 
onderling deelbaar, daar dan b een gemeene deeler van a en 5 
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is }). ledere deeler van b is dan volgens de eigenschap van nê. 
141 ook een deeler van a. Men heeft dus: 

Is b een deeler van a, dan zijn de gemeene deelers van a en 
b de deelers van b. 

Dit geldt natuurlijk ook voor b = 1. 


172. Bepaling der gemeene deelers. Is g een gemeene 
deeler van a en b en is aan de gelijkheid (119) van n°. 169 vol- 
daan, dan is g volgens de eigenschap van n®. 141 een deeler 
van qb, dus volgens de eigenschap van n°. 157 een deeler van 
r=a—gb®), dus een gemeene deeler van b en r. 

Is omgekeerd g een gemeene deeler van b en r, dan is 2 
volgens de eigenschap van n®. 156 ook een deeler van a, dus 
een gemeene deeler van a en à. 

We vinden dus: | 

ls aan de gelijkheid (119) van n°. 169 voldaan, dan zijn de 
gemeene deelers van a en b dezelfde als de gemeene deelers van 
Omertsr. 


173. De eigenschap van n°. 172 ís natuurlijk alleen van belang 
als b geen deeler van a is (daar men anders de eigenschap van 
n°. 171 kan toepassen). Verder geeft die eigenschap de grootste 
vereenvoudiging als men voor q het (partiëele) quotiënt der dee- 
ling van a door b neemt, daar r dan zoo klein mogelijk is, nl. 
de rest der deeling. 

De eigenschap van n°. 172 drukt dan uit, dat men bij de 
bepaling der gemeene deelers van twee getallen, waarvan het 
kleinste geen deeler van het grootste is, het grootste door de rest 
der deeling van het kleinste op het grootste (dus door een getal 
kleiner dan het kleinste) kan vervangen. 


174. Door de eigenschap van n°. 172 bij herhaling toe te 
passen kan men de getallen, wier gemeene deelers men zoekt, 
voortdurend verkleinen zoolang het kleinste niet deelbaar is op 
het grootste. Daar deze verkleining niet onbepaald voortgezet 


1) Het deelbaar zijn van b op a en het onderling ondeelbaar zijn 
met a is dus alleen dan met elkaar te rijmen als b =| is. 
2) Zie ook de eerste eigenschap van n°. 158, 
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kan worden (daar dit zeker niet meer mogelijk is als het kleinste 
getal 1 geworden is®), zal men eindelijk op het geval stuiten, 
dat het kleinste getal deelbaar is op het grootste, waarna dan de 
gemeene deelers de deelers van het kleinste zijn. 

Wanneer men na í-malige toepassing der eigenschap van n°. 
172 op het ín n®. 171 beschouwde geval stuit krijgt men het 
volgende schema (waarbij we q, en r, in de plaats van g en r 
schrijven): 


ly =qals Ts (r4 < r3), 
Re al f (ri < Fi), 
Fi qiauli. 


Het getallenpaar a, b, waarvan we uitgaan, wordt zoo achter- 

eenvolgens door de getallenparen 
(D, r), (7, Y‚), (75, '3), Sie Ta eg (Eri ri) 

vervangen. De gemeene deelers van a en b zijn dus dezelfde als 
die van rr; en r;, dus (daar r;‚, een deeler van r; is) de deelers 
van ri We vinden zoo: 

De gemeene deelers der getallen a en b zijn de deelers van 
de laatste rest r;‚ uit bovenstaand schema. 


175. Grootste gemeene deeler van twee getallen. Daar de 
grootste deeler van een getal dat getal zelf is (zie n°, 140) is het 
in de eigenschap van n°. 174 genoemde getal r; de grootste der 
gemeene deelers van de getallen a en b, waarom r; de grootste 
gemeene deeler (waarvoor de gebruikelijke afkorting G.G.D.) 
van a en b genoemd wordt. 

Het in n°. 174 voorkomende schema wordt de a/goríithmus 
(rekenwijze) van Euclides ®) ter bepaling van den G.G.D. genoemd, 
waarbij dus die G.G.D als laatste rest optreedt. 


1) Het is echter niet gezegd, dat dit geval bereikt wordt. 

2) Van Evcupes is niet veel meer bekend dan dat hij omstreeks 300 
v. Chr. in Alexandrië leefde. Zijn hoofdwerk vormen de (in 18 boeken 
ingedeelde) „Elementen”’. 
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176. De eigenschap van n°. 174 kan nu ook aldus geformuleerd 
worden: 

De gemeene deelers van twee getallen zijn de deelers van hun 
grootsten gemeenen deeler. 

Dit drukt dus uit, dat de G.G.D. niet alleen de grootste der ge- 
meene deelers is, maar ook een veelvoud van alle gemeene deelers. 

Opgemerkt zij nog, dat het onderling ondeelbaar zijn van twee 
getallen ook zoo kan worden uitgedrukt, dat hun grootste gemeene 
deeler 1 is. 


177. Eigenschappen betreffende den grootsten gemeenen 
deeler. Men heeft vooreerst: 
ls G de grootste gemeene deeler van a en b en 
OKT (02 (120) 
dan zijn dà en b’ onderling ondeelbaar. 
Hadden nl. a’ en hb’ een gemeenen deeler g, die > 1 is, dan was 
a —ga’ lb = gb, 
dus: 
a = G(ga”) = (Gg)a”, b = (Gg)b” 
en dus Gg een gemeene deeler van a en b. Daar nu Gg > QG 
is (zie n®. 140), komt men in strijd met het gegeven, dat G de 
G.G.D. van a en b is. 


178. /s aan de gelijkheden (120) voldaan, terwijl a’ en b’ 
onderling ondeelbaar zijn, dan is G de grootste gemeene deeler 
der getallen a en b. 

Uit (120) blijkt nl., dat G een gemeene deeler van a en b is. 
Is G’ de G.G.D. van a en b, dan is (volgens de eigenschap van 
n°. 176) GG’ een veelvoud dan G, dus CG’ = kG. Men heeft nu: 

a = ra Oka) BERGE), ) 
waaruit in verband met (120) volgt (zie n°. 133): 
| dq. = ka”, bh = kb”. 

Het getal k is dus een gemeene deeler van a’ en b’, waaruit 
in verband met de onderlinge ondeelbaarheid van a’ en b’ volgt, 
dat k = 1, dus G’ = G is; bijgevolg is G de G.G.D. van a en 5. 


179, /s G de grootste gemeene deeler van a en b, dan is Gc 
de grootste gemeene deeler van ac en bc. 
Of anders uitgedrukt: 


per MELON VNT ET BA 


. 
rn / à 
handen. D hd 

ht ln ns mnd adden an aan. À 
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Worden twee getallen met een zelfde getal vermenigvuldigd, 
dan wordt ook hun G.G.D. met dat getal vermenigvuldigd. 
Uit de gelijkheden (120) van n°. 177 volgt nl: 
at = (Gc)a', be.= (Ge)b'. (121) 
Daar a’ en b’ volgens de eigenschap van n°. 177 onderling 
ondeelbaar zijn, volgt uit (121) in verband met de eigenschap 
van n°. 178, dat Ge de G.G.D. van ac en be is. 


180. De eigenschap van n°. 179 kan ook worden aangetoond 
door van de getallen ac en be den G.G.D. volgens het schema 
van nê. 174 te bepalen. Men krijgt dan een schema, dat 
van het schema van n®. 174 alleen daarin verschilt, dat alle 
getallen, met uitzondering van de quotiënten q,, Qs, ... „ qi-1 }), 
met c vermenigvuldigd zijn. De laalste rest r;, dus de G.GD., 
wordt bijgevolg eveneens met c vermenigvuldigd als men den 
algorithmus van Eucupes op ac en be in plaats van op a en b 
toepast. 

We merken verder nog op, dat de eigenschap van n°. 178 als 
bijzonder geval in die van n°. 179 ligt opgesloten. Zijn nl. a’ 
en b/ onderling ondeelbaar, dan is hun G.G.D. 1; de G.G.D. van 
Ga’ en Gb’ is bijgevolg G. 1 = G. 


181. Hoofdeigenschap der deelbaarheid. De bedoelde eigen- 
schap, die voor de rekenkunde van het grootste belang is en 
herhaaldelijk wordt toegepast, luidt: 

Is het product ab deelbaar door het getal c en zijn a en c 
onderling ondeelbaar, dan is b deelbaar door Cc. 

Uit de onderlinge ondeelbaarheid van a en c volgt nl, ín ver- 
__band met de eigenschap van n°. 178, dat b de G.G.D. van af 
en ch is. Daar nu (wegens de deelbaarheid van ab door c) het 
getal c een gemeene deeler van ab en ch is, is c een deeler van 
b (zie de eigenschap van n°. 176). 


182. Ander bewijs der hoofdeigenschap. Zonder gebruik te 
maken van de theorie van den G.G.D. kan de eigenschap van 
n°, 181 op de volgende wijze worden aangetoond. 

De eigenschap is onmiddellijk duidelijk voor c = 1, zoodat aan 


1) Vergelijk de eigenschap van n° 456. 
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het onderstelde nog c > l kan worden toegevoegd. Zij m het 
kleinste der getallen x, waarvoor ax door c deelbaar is; daar c 
zulk een getal x is, heeft men m Sc. 

Neem eerst aan, dat m < c en een deeler van c is. Men heeft 
dan ec = gm, waarin q > l is. Uit de deelbaarheid van am door 
c of gm volgt verder, dat a door q deelbaar is (zie de tweede 
eigenschap van n°. 160), zoodat q een gemeene deeler van a en 
c is, in strijd met de onderlinge ondeelbaarheid van a en c. 

Vervolgens nemen we aan, dat m < c en geen deeler van c ís. 
Dan kunnen g en r zoo bepaald worden, dat 

Gehlen 
ensfos mis Meus beettsdan: 
ar = ac — qam, 
zoodat (wegens de deelbaarheid van am door c) ar door c deel- 
baar ís. Dit is echter ín strijd daarmede, dat m het kleinste getal 
is, dat bij vermenigvuldiging met a een door c deelbaar getal 
oplevert. 

Daar m Sc is, blijft dus m =c als eenige mogelijkheid over, 
zoodat we vinden: 

Is a onderling ondeelbaar met c‚ dan is ac het kleinste veel- 
voud van a, dat door c deelbaar is 5. 

Hieruit nu volgt onmiddellijk de eigenschap van n°. 181. Is nl. 
c onderling ondeelbaar met a en deelbaar op ab, dan ís b stellig 
niet < c. Was nu 4 niet deelbaar door e (dus > c), dan zou, 
zooals zonder moeite is aan te toonen, as deelbaar door c zijn, 
‚waarin s de rest der deeling van 4 door c is. Daar s<c is, 
komt men hierdoor in strijd met de zoo juist bewezen eigenschap. 


183. Omgekeerd kan men ook met behulp van de eigenschap 
van nê. 181 de theorie van den G.G.D. ontwikkelen zonder 
daarbij den algorithmus van Eucupes ter bepaling van dien 
G.G.D. noodig te hebben. Om dit te doen zien zullen we de 
eigenschap van n°, 176 uit die van n°. 181 afleiden. 

Voor de getallen a en b kan steeds a’G resp. b’G geschreven 


1) Dit geldt blijkbaar ook voor c = 1. 
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worden, waarin G de G.G.D. van a en b is en dus a’ en b’ onderling 
ondeelbaar zijn. Zij g een gemeene deeler van a en b. We stellen: 
Ann OM 
waarin g’ en G’ onderling ondeelbaar zijn. Dan is: 
Oe AEN DCT 

Nu zijn a en b beide deelbaar door g/h, dus a’G’ en b’G’ 
deelbaar door g’ (zie de tweede eigenschap van n°. 160). Daar 
2 en G onderling ondeelbaar zijn, zijn dus a’ en b’ beide door 
2’ deelbaar, zoodat (wegens de onderlinge ondeelbaarheid van 
a enb) 2 = 1, dus g = h, dus G= G’g is; bijgevolg is £ 
een deeler van G. 

Omgekeerd is iedere deeler van G een gemeene deeler van a 
en b, zoodat de gemeene deelers van a en b de deelers van G zijn. 


184. Gevolgtrekkingen uit de hooîideigenschap der deel- 
baarheid. Uit de eigenschap van n°. 181 volgt: 

Zijn de getallen a en b beide onderling ondeelbaar met c, dan 
is ook het product ab onderling ondeelbaar met c. 

Zij g een gemeene deeler van ab en c. De getallen a en 2 
zijn onderling ondeelbaar, daar een gemeene deeler van a en 2 
volgens de eigenschap van n°. 141 ook een gemeene deeler van 
a en c is, dus (wegens de onderlinge ondeelbaarheid van a en c) 
gelijk aan 1. Uit de onderlinge ondeelbaarheid van a en g en 
de deelbaarheid van ab door g volgt verder, dat 4 door g deel- 
baar is (zie n°. 181). Het getal g is dus een gemeene deeler van 
b en c, dus (wegens de onderlinge ondeelbaarheid van b en c) 
gelijk aan 1, waaruit de onderlinge ondeelbaarheid van ab en 
c volgt. 


185. De eigenschap van n°. 184 is door volledige inductie 
aldus uit te breiden: 


Is ieder der getallen a,, as, ... „ An onderling ondeelbaar 
met c‚ dan is ook het product a,a, ... .. an onderling ondeel- 
baar met C. 


Voor n= 1 is dít een tautologie. Neemt men de juistheid voor 
een product van n factoren aan, dan blijkt verder uit de eigen- 
schap van n°. 184, dat 

OR nti VOLW ens eni) Azad 
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met Cc onderling ondeelbaarsissals” 45 Orne OE Iene 
onderling ondeelbaar zijn. 


186. Uit de eigenschap van n°. 181 ís verder nog af te leiden: 

Zijn de getallen a en b onderling ondeelbaar en beide deelbaar 
op c, dan is ook het product ab deelbaar op C. 

Uit het onderstelde volgt nl.: 


Gls dae 0: (122) 
Het product va is dus door b deelbaar, terwijl a en b onderling 
ondeelbaar zijn. Hieruit volgt, dat wv door b deelbaar is, dus: 


Oe t0 
waaruit in verband met (122) volgt: 
Cid) 


Dit drukt uit, dat ce door ab deelbaar is. 


187. Door volledige inductie is de eigenschap van n°. 186 
aldus uit te breiden: 
Zijn de getallen 


DUN (123) 
alle deelbaar op c, terwijl iedere twee der getallen (128) onder- 
ling ondeelbaar zijn, dan is ook het product a,a, ... An deel- 


baar op c. 

Voor n= l is, dit weers‘een tautologies Wesnenenmtimae 
eigenschap voor een product van n factoren aan en beschouwen 
het product 

VA EET A 
(iedere twee der getallen a,, 49, ...… An+1 Onderling ondeelbaar 
en ieder dier getallen deelbaar op c ondersteld). De beide getallen 
Ads... An en An+1 zijn dan deelbaar op c en (volgens de eigen- 
schap van n°. 185) onderling ondeelbaar. Volgens de eigenschap 
vanen?” 186is\dus’ 0d, Ursie deelbaarsopsg | 


188. Kleinste gemeene veelvoud van twee getallen. Onder 
een gemeen veelvoud van twee getallen a en b verstaat men een 
getal, dat zoowel door a als door b deelbaar is. Zulk een gemeen 
veelvoud is als va en ook als wb te schrijven, zoodat men heeft: 


va = Wb. (124) 


p 
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Volgens de gelijkheden (120) van n°. 177, waarin G de G.G.D. 
van a en & is, kan voor (124) geschreven worden: 
G(va’) = G(wb’), 
waaruit volgt (zie n°. 133): 
va’ = Wb’. (125) 
Daar a’ en b’ onderling ondeelbaar zijn volgt uit (125) (zie het 
bewijs van n°. 186): 
uitg 
va = t(ab’). 
leder gemeen veelvoud van a en b is dus een veelvoud van 
ab’. Nu ís volgens (120): 
| ab’ = Gab’ = a'b, (126) 


zoodat ab’ een veelvoud van a en van b is. Het blijkt dus, dat 


ieder veelvoud van ab’ een gemeen veelvoud van a en b is. 
We vinden dus: 
ls G de grootste gemeene deeler van a en ben verder b—= GU’, 


_dan zijn de gemeene veelvouden van a en b de veelvouden van ab’. 


189. Uit de eigenschap van n°. 188 blijkt, dat ab’ van alle 
gemeene veelvouden van a en b het kleinste ís. Het getal ab’ 


wordt daarom het Kleinste gemeene veelvoud (waarvoor de ge- 


bruikelijke afkorting K.GV.) der getallen a en b genoemd. De 
eigenschap van n°, 188 drukt nu uit: 

De gemeene veelvouden van twee getallen zijn de veelvouden 
van hun kleinste gemeene veelvoud *). 

Het K.G.V. is dus niet alleen het Rleinste der gemeene veel- 
vouden, maar ook een deeler van alle gemeene veelvouden. 


190. Is K het K.G.V. der getallen a en b, dus het getal ab’ 
van n°. 188, dan heeft men volgens de gelijkheden (120) van n°. 177. 


b a ab 
EET TE AET (127) 


Hieruit leest men af: 
Het kleinste gemeene veelvoud van twee getallen wordt ge- 


1) Men kan dit ook zoo formuleeren: 
Is een getal deelbaar door a en door b, dan is het ook deelbaar 
door het kleinste gemeene veelvoud van a en b. 
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vonden door hun product door hun grootsten gemeenen deeler te 
deelen. 

Voor (127) kan ook geschreven worden: 

GK = ab, (128) 

hetgeen in woorden luidt: 

Het product van den grootsten gemeenen deeler en het kleinste 
gemeene veelvoud van twee getallen is gelijk aan het product 
dier getallen. 


191. Zijn de getallen a en 4 onderling ondeelbaar, dan is 

G = 1, zoodat (128) dan overgaat ín: 
KSE=RaD: 

Als bijzonder geval ligt dus ín de eigenschap van n®. 190 op- 
gesloten: 

Het kleinste gemeene veelvoud van twee onderling ondeelbare 
getallen is het product dier getallen. 

Dit ís slechts een andere formuleering der eigenschap van 
rbe afd 

Een ander bijzonder geval der eigenschap van n®. 190 heeft 
men als & een deeler van a ís. Dan is G = b, dus volgens (128) 
K =a, iets dat ook rechtstreeks onmiddellijk is in te zien. Het 
K.GV. van a en een deeler van a is dus a. 


192. Kleinste gemeene veelvoud van meerdere getallen. 

Ook bij n getallen 

ORTE Pen (123) 
spreekt men van een gemeen veelvoud, waaronder te verstaan is 
een getal, dat door ieder der getallen (123) deelbaar is. 

Zij Ks hiet CGM Van Saen Tang rdALSVAn RK NE ELEN LZ 
dus ten slotte A, het K.G.V. van K„_ en a, Een gemeen veel- 
voud V der getallen (123) is een veelvoud van a, en a,, dus 
(volgens de eigenschap van n®. 189) een veelvoud van K,. Daar 
V ook een veelvoud van a; (dus een gemeen veelvoud van K, en 
A3) is, is V een veelvoud van Ks. Evenzoo is V een veelvoud 


1) Men kan die eigenschap nl. ook zoo uitspreken: 
Een gemeen veelvoud der onderling ondeelbare getallen a en b is 
een veelvoud van het product ab. 
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van A4, enz., zoodat V een veelvoud van K, is. Omgekeerd is een 
veelvoud van K„ een veelvoud van a, en K—, dus van a, enz., 
dus een gemeen veelvoud der getallen (123). 

De gemeene veelvouden der getallen (123) zijn dus de veel- 
vouden van K„, waaruit blijkt, dat K„ het kleinste dier gemeene 
veelvouden is en door de getallen (123) ondubbelzinnig bepaald, 
d.w.z. onafhankelijk van de volgorde, die men ter bepaling van 
K„ aanneemt. Dit getal K„ wordt het Kleinste gemeene veelvoud 
der getallen (123) genoemd. 

Blijkens het voorgaande is de eigenschap van n°. 189 ook voor 
meer dan twee getallen geldig. Daar het product der getallen (123) 
een gemeen veelvoud dier getallen is, ís het K.G.V. van eenige 
getallen een deeler van hun product. 


193. De eigenschap van n°. 187 drukt uit, dat een gemeen 
veelvoud der getallen (128), zoo deze twee aan twee onderling 
ondeelbaar zijn, een veelvoud van a,a, .... Ar is, dus dat 
es drrdanshet K.G.Vdier getallen /is. 

Zijn twee der getallen (123) onderling deelbaar, b.v. a, en as, 
dansisshek KGV: Ao svan- aj @n a, kleiner dan aa, (zie de 
eigenschap van n°. 190). Het in n®. 192 bepaalde getal K„ wordt 
BELEIGINEN AAO Qs teke he dr. 

We vinden dus: 

Het kleinste gemeene veelvoud van n getallen is dan en alleen 
dan gelijk aan het product dier getallen als iedere twee daarvan 
onderling ondeelbaar zijn. 


194. Deelbare getallen en priemgetallen. Een van l ver- 
schillend getal wordt een ondeelbaar getal of priemgetal *) 
genoemd als het geen enkelen echten deeler (zie n°. 139) heeit, 
dus geen andere deelers dan 1 en het getal zelf. Heeft het getal 
minstens één echten deeler, dan spreekt men van een dee/baar 
getal; een deelbaar getal heeft dus minstens drie deelers. 

Het getal 1 wordt noch tot de priemgetallen, noch tot de deel- 


1) Ook zegt men dan, dat het getal priem is. 
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bare getallen gerekend *), zoodat de getallen naar hun deelbaarheid 
in drie soorten verdeeld worden, nl.: 

l°. het getal 1; dit bezit slechts één deeler; 

20, de priemgetallen; deze bevatten twee deelers; 

5%. de deelbare getallen; deze hebben meer dan twee deelers. 


195. leder van 1 verschillend getal is door minstens één 
priemgetal deelbaar. 

Dit is onmiddellijk duidelijk als het beschouwde getal, dat we 
a noemen, een priemgetal is, zoodat we verder a deelbaar kunnen 
onderstellen. Zij p de kleinste echte deeler van a (zie de eigen- 
schap van n°. 32). Het getal p is stellig een priemgetal, daar 
het anders een echten deeler had, die <p en een echte deeler 
van Q zou zijn, in strijd met de onderstelling, dat p de kleinste 
echte deeler van a. is. 

Een priemgetal, dat op het getal a deelbaar is, wordt een 
priemdeeler of priemfactor van a genoemd. 


196. Een deelbaar getal a bevat minstens één priemfactor p, 
waarvoor p° Za is. 

Fet getal a is als een product vam twee factoren ben cete 
schmjven.. dies beides 0, AUS Te Ziel Sen ED Ir OA RS 
volgens de eigenschap van n®. 105: 

Den 

Is p een priemfactor van b, dan is p S b, dus: 

pm Died 

Het deelbare getal a bevat een priemfactor p‚ waarvoor p* < a 
is, behalve als voor den kleinsten priemfactor van a geldt: p? = a, 
dus als a het kwadraat van een priemgetal p is ®. 


197. Bij het onderzoek of een gegeven getal a een priemgetal 
is heeft men volgens de eigenschap van n®. 196 slechts na te 


1) Op het eerste gezicht lijkt het aangewezen het getal 1 een priem- 
getal te noemen. Voor de formuleering van verschillende eigenschappen 
is het echter doelmatig de indeeling te maken zooals in het volgende 
is aangegeven (zie n°. 204). 

2) Dit is het eenige geval, waarin a juist drie deelers bezit (nl. 
LE erD 
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gaan of a door een priemgetal deelbaar is en kan men zich 
daarbij beperken tot de priemgetallen p‚ waarvoor p? Sa is. 

Zoo besluit men, dat 953 een priemgetal is, daar het door geen 
der priemgetallen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 en 29 deelbaar 
is en 31° = 961 > 953 is !). 


198. Eigenschappen betreffende priemgetallen. Neemt men 
in de eigenschap van n®. 181 voor c een priemgetal, dan betee- 
kent de onderlinge ondeelbaarheid van a en c,‚ dat a niet door c 
deelbaar is. De eigenschap luidt dan: 

Is het product ab deelbaar door het priemgetal c‚ maar a niet 
deelbaar door c, dan is b deelbaar door c. 

Men kan dit ook zoo formuleeren: 

Is het product ab door het priemgetal c deelbaar, dan is min- 
stens één der beide factoren door c deelbaar. 


199. De eigenschap van n°. 185 gaat als c priem is over in: 

ISEOECNT AEN DetullEn Arn Aten ‚ An door het priemgetal c deel- 
baar, dan is ook het product a,a, .… An niet door c deelbaar is. 

Door een redeneering uit het ongerijmde volgt hieruit: 

USER OPOLE 0 Og teen: An door het priemgetal c deelbaar, 
dan is minstens één der factoren van het product door c deelbaar. 


200. Neemt men voor de getallen (123) van n°. 187 verschil- 
lende priemgetallen, dan zijn iedere twee dier getallen onderling 
ondeelbaar. Voor dít geval luidt de eigenschap van n°. 187: 

ls een getal door n verschillende priemgetallen deelbaar, dan 
is het ook door het product dier priemgetallen deelbaar. 


201. Ontbinding van een getal in priemfactoren. Is a een 
deelbaar getal, dan is dit door minstens één priemgetal p, deel- 
baar (zie n°. 195) en dus te schrijven als p‚a,, waarin: 

IS ded 
is. Is a, een deelbaar getal, dan is evenzoo a, te schrijven als 
P34s, waarin p‚ priem is en 

1e U ve 


1) We loopen hier vooruit op de later te bespreken schrijfwijze der 
getallen in het tientallig stelsel (zie $ 5 en 6 van Hoofdst. II), iets dat, 
waar het slechts een voorbeeld betreft, geen bezwaar kan opleveren. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde. 6 
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Men heeft dan: 


a = P,P2d3- 
Is a, deelbaar, dan schrijven we dit getal als p3a3, waardoor 
4 = PiPxP3%3 


wordt, enz. Daar de getallen a,, 49, 43, enz. voortdurend kleiner 
worden, breekt de rij dier getallen af; het laatste getal dier rij is 
dan een priemgetal. 

Op deze wijze blijkt, dat het getal a als een product van 
priemgetallen te schrijven is of, zooals men ook zegt, in priem- 
factoren te ontbinden. Dit geldt ook nog als a priem is; het 
aantal factoren van het product bedraagt dan nl. 1. 


202. Bij de ín n°. 201 besproken ontbinding van het getal a 
in priemfactoren kunnen gelijke factoren voorkomen. Deze nemen 
we samen tot een macht, waardoor een ontbinding van den vorm 


di PED pk (129) 
ontstaat. Hierin zijn dan p;, ps, ....…, Pr alle verschillend. 

Zoo dit voordeel oplevert kan men de priemgetallen p;, ps, 
pr naar de grootte gerangschikt denken (zie n°. 36), in welk geval 
De Dt OENE << Pe (130) 
is. 

203. Fundamentaalstelling der rekenkunde. De in n°. 201 
besproken ontbinding van het getal a in priemfactoren is op 
verschillende manieren te verkrijgen, daar men het priemgetal 
Pp, waardoor men begint te deelen, op verschillende manieren 
kan kiezen (tenminste als a door meerdere priemgetallen deel- 
baar ís), terwijl het getal a ook van dien aard kan zijn, dat dit 
als een product van twee deelbare getallen te schrijven is, die dan 
verder ontbonden worden. De vraag is nu of men in al die ge- 
vallen tot dezelfde ontbinding in priemfactoren geraakt. 

We willen nu aantoonen, dat het antwoord hierop bevestigend 
luidt. Zij het getal a op de een of andere wijze in priemfactoren 
ontbonden, dus in den door (129) aangegeven vorm geschreven. 
Dan is a deelbaar door p‚. Bij een tweede ontbinding van a in 
priemfactoren zal dus (volgens de tweede formuleering der eigen- 
schap van n@. 199) minstens één dier priemfactoren door p,‚ deelbaar, 
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dus p, zelf zijn *). Daar hetzelfde voor ps, pz, . ... geldt, zullen 
bij die tweede ontbinding de priemgetallen p‚‚ ps, ....… pr alle 
minstens éénmaal als factor optreden. Om dezelfde reden zullen de 
verschillende priemfactoren der tweede ontbinding ook alle bij de 
ontbinding (129) voorkomen, zoodat die tweede ontbinding luidt: 


Gpr pIE KDER, 

Aangetoond moet nu nog worden, dat de exponenten, waarmede 
de priemfactoren zijn aangedaan, bij de tweede ontbinding dezelfde 
zijn als bij de eerste. Daartoe nemen we aan, dat a, en G, on- 
gelijk waren, b.v. a, > (4. Uit 


pipinnpike pipti a. per 
volgt dan door beide leden door p@& te deelen: 


DD | 

Het eerste lid van deze gelijkheid is door p, deelbaar en het 
tweede lid niet (zie de eerste formuleering der eigenschap van 
n°. 199), zoodat men tot een ongerijmdheid geraakt. Hieruit besluit 
men tot a, = ($,, terwijl men.natuurlijk evenzoo vindt ag = (3, enz. 

Hiermede is aangetoond: 

Een getal > l is op één en slechts één manier als een product 
van priemgetallen te schrijven °), waarbij producten, die slechts 
in de volgorde der factoren verschillen, als dezelfde beschouwd 
worden. 

Deze stelling is voor de rekenkunde van de grootste beteekenis, 
waarom ze wel de fundamentaalstelling der rekenkunde ge- 
noemd wordt. 


204. Voor de geldigheid der eigenschap van n°. 203 is het 
noodig het getal 1 niet tot de priemgetallen te rekenen (vergelijk 
n°. 194). Immers was bij de door (129) aangegeven ontbinding 
p, =l, dan zou de exponent «a, geheel willekeurig te kiezen en 
dus niet meer door het te ontbinden getal a bepaald zijn. Door 
l onder de priemgetallen op te nemen moet men dus in de for- 


1) Zie de opmerking aan het eind van n°. 204. 
*) Het aantal factoren van dít product kan ook 1 zijn, nl. als het 
getal zelf een priemgetal is. 
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muleering der eigenschap van n°. 203 het woord „priemgetallen” 
door „priemgetallen grooter dan 1” vervangen. Daar men dan 
ook bij verschillende andere eigenschappen van priemgetallen > 1 
zou moeten spreken, is het voordeeliger 1 niet tot de priem- 
getallen te rekenen. 

Bij het bewijs van n®. 203 is van de omstandigheid, dat 1 geen 
priemgetal is, gebruik gemaakt door op te merken, dat een priem- 
getal, dat door een priemgetal p,‚ deelbaar is, aan p, gelijk is, 
iets dat niet meer juist zou zijn als p, = 1 kon zijn. 


205. Toepassing der eigenschap van n°. 203 op de bepaling 
van G.G.D. en K.G.V. Is a deelbaar door b, dus als be te schrijven, 
dan is uit de ontbindingen van b en c ín priemfactoren onmid- 
dellijk de ontbinding van a af te leiden; bij de gemeenschappelijke 
priemfactoren van & en c heeft men dan de exponenten op te 
tellen. Hieruit blijkt, dat de priemfactoren van b ook alle in a 
voorkomen en wel met denzelfden of grooteren exponent. 

Is omgekeerd gegeven, dat de priemfactoren van b met den- 
zelfden of grooteren exponent in a Voorkomen, dan blijkt onmid- 
dellijk, dat a door b deelbaar ís, zoodat men heeft: 

Het getal a is dan en alleen dan door b deelbaar als, bij de 
ontbinding van a en b in priemfactoren, de priemfactoren van b 
alle in a voorkomen met denzelfden of grooteren exponent 5. 

Zooris “hetsgetal. 23? on /endeelbaarsdoorsd oen aan 
nietsdoorse sip miselaniets OO slede 

Opgemerkt zij evenwel, dat voor het onderzoek naar de deel- 
baarheid van a door & de ontbinding in priemfactoren niet de 
aangewezen weg is, daar die ontbinding vaak zeer tijdroovend is 
(vooral als het getal meerdere groote priemfactoren bevat). 


206. Uit de eigenschap van n°. 205 volgt onmiddellijk: 

De grootste gemeene deeler van twee getallen a en b wordt 
gevonden als het product der gemeenschappelijke priemfactoren 
van a en b, ieder dier priemfactoren voorzien van een exponent 


1) In n°. 391 zullen we het bewijs hiervan een meer overzichtelijken 
vorm geven, hetgeen door invoering van het getal nul mogelijk wordt. 
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gelijk aan den kleinsten der exponenten *), waarmede die factor in 
a en b voorkomt. Zijn geen gemeenschappelijke priemfactoren 
aanwezig, dan is de grootste gemeene deeler 1. 

COO Spreen ELV eee ero De ALS gelijk:aan 
9. 11°. Indien echter de ontbinding van a en b in priemfactoren 
nog niet ís uitgevoerd, en a en b groot zijn, is dit niet de aan- 
gewezen weg om den G.G.D. te bepalen, maar is de algorithmus 
van EucLIpes (zie n° 174 en 175) ver te verkiezen (zie de opmer- 
king aan het eind van n°. 205). 


207. Natuurlijk kan men ook bij meer dan twee getallen van 
een grootsten gemeenen deeler spreken. Deze kan worden ver- 
kregen door de getallen, die we a, as, ... …„ An noemen, in priem- 
factoren te ontbinden en de priemfactoren, die al deze getallen 
gemeen hebben, voorzien van den kleinsten exponent waarmede 
deze in de getallen a, as, .. „ An voorkomen, te vermenigvuldigen. 

Eenvoudiger evenwel is de G.G.D. te bepalen door eerst den 
G.G.D. G, van a, en a, te vormen, daarna den G.G.D. Gs; van 
Gs Ettie 4, enz, waarbij Gj de gezochte G.G.D. is; Op geheel 
soortgelijke wijze als in n°. 192 blijkt dan, dat iedere gemeene 


deeler van a, 43, «…..., An een deeler van G,„ is, waaruit verder 
volgt, dat G„ onafhankelijk is van de volgorde der getallen 
Aj, «> An. Bij deze beschouwing wordt niet van de fundamen- 


taalstelling van n°. 203 gebruik gemaakt. 


208. Overeenkomstige opmerkingen gelden voor het K.G.V. 
Zoo heeft men: 

Het kleinste gemeene veelvoud der getallen a,, A3, .. . „ An wordt 
gevonden als het product der priemfactoren, die in minstens één 
dier getallen voorkomen, ieder dier priemfactoren voorzien van 
een exponent gelijk aan den grootsten der exponenten *), waarmede 
die factor in de getallen a,, ag... „ An ®) voorkomt. 


1) Onder het kleinste van eenige (al of niet verschillende) getallen 
wordt verstaan een dier getallen, dat S ieder der overige getallen is. 
Een analoge definitie geldt voor het grootste van eenige getallen. 

2) Hiervan heeft men natuurlijk alleen diegene te nemen, die den 
beschouwden priemfactor bevatten. 
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De aangewezen weg om het K.G.V. te bepalen (tenminste zoo 
de getallen niet reeds in priemfactoren ontbonden zijn) ís dit 
echter niet; dezen vindt men in n°. 190 en 192. 


209. Verdere toepassingen der eigenschap van n°. 203. De 
eigenschappen der deelbaarheid, die ín het voorgaande met be- 
hulp van den algorithmus van Eucupes zijn aangetoond, zijn 
onmiddellijk uit de fundamentaalstelling van n°. 203 af te leiden. 
Men verkrijgt echter op deze wijze geen ander bewijs dier eigen- 
schappen *), daar deze omgekeerd juist gediend hebben om tot 
de fundamentaalstelling te geraken. De bedoeling ís dus slechts 
te laten zien, dat deze eigenschappen in de fundamentaalstelling 
liggen opgesloten, om daarmede de groote draagwijdte dier fun- 
damentaalstelling te doen uitkomen. 


210. Zoo blijkt de juistheid der eigenschap van n°. 176 onmid- 
dellijk uit die van n°. 205 (welke eigenschap weer een uitvloeisel 
van die van n°. 203 is). Met behulp daarvan kan men nl. uit de 
ontbindingen van a en b in priemfactoren alle gemeene deelers 
van a en b afleiden (zie ook de eigenschap van n°. 206). We 
laten het verder aan den lezer over dit na te gaan. 

Evenzoo vloeit de eigenschap van n°. 189 (en de uitbreiding 
daarvan tot n getallen) uit de ontbinding in priemfactoren voort, 
terwijl de eigenschap van n®. 190 gemakkelijk uit de eigen- 
schappen van n®. 206 en 208 is af te leiden. Wat het laatste betreft, 
heeft men slechts aan te toonen, dat in het product van G.G.D. 
en KGV. van a en b iedere priemfactor van a of b voorkomt 
en wel met denzelfden exponent als in het product ab ®). 


211. Om de hoofdeigenschap der deelbaarheid (zie n®. 181) 
uit de ontbinding ín priemfactoren terug te vinden merken we 
op, dat uit de onderlinge ondeelbaarheid van a en c volgt, dat 
geen enkele priemfactor van c in a voorkomt. Een priemíactor 


1) Tenminste niet van al die eigenschappen. De deelbaarheidseigen- 
schappen, die voor het bewijs der fundamentaalstelling niet gebruikt zijn 
(zooals de eigenschap van n°. 187 en de eigenschappen betreffende het 
K.G.V.), kunnen echter op deze wijze als opnieuw bewezen worden 
beschouwd. 

2) Zie nader hierover n°. 403. 
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Pp, die «-maal (d.w.z. met den exponent «) in ce voorkomt, komt 
nu, wegens de deelbaarheid van ab door ec, minstens «-maal in 
ab, dus in b voor. Volgens de eigenschap van n°. 205 is b dus 
door c deelbaar. 

We laten het aan den lezer over de eigenschappen van nê. 185 
en 187 rechtstreeks uit de ontbinding der daarin voorkomende 
getallen in priemfactoren af te leiden. 


212. Met behulp van de fundamentaalstelling bewijzen we nog 
de volgende eigenschap: 

Is a* deelbaar door b", dan is a deelbaar door b. 

Zij p een priemfactor van b, die daarin met den exponent 
voorkomt; in b” is p dan met den exponent nz? aangedaan. Daar 
a” een veelvoud van b” ís, bevat ook a” den priemfactor p, het- 
geen alleen mogelijk ís als a dien priemfactor bevat. Komt nu 
p met den exponent « in a voor, dus met den exponent na in 
a”, dan is blijkens de eigenschap van n®. 205 (gezien de deel- 
baarheid van a” door 6”): 

na = nj, 
dus «=$. ledere priemfactor van b komt dus met denzelfden 
of grooteren exponent in a voor, waaruit men (weer volgens de 
eigenschap van n°. 205) besluit, dat a door b deelbaar is. 

We merken verder nog op, dat men voor m < n uit de deel- 
baarheid van a” door b* eveneens tot de deelbaarheid van a 
door b kan besluiten; dan is nl. b” = bbr, dus a” deelbaar 
door b”. 


213. Gevallen, waarin de machtsverheffing commutatief 
is, Als toepassing bespreken we nog de vraag na te gaan in 
welke gevallen 

hit 4 (131) 
dus de machtsverheffing commutatief is. 

Aan (131) is zeker voldaan als a =b is, zoodat we in het 
volgende a en b ongelijk, b.v. a > b, kunnen onderstellen. Dan 
is hb? door b? deelbaar, zoodat als aan (131) voldaan is ook a? door 
bè deelbaar is, dus a door b (zie de eigenschap van n°. 212). 
Men kan dus a = be stellen, waardoor (131) overgaat in: 

(bc)? —= bie — (b)P. 
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Daaruit besluit men tot: 
Oe eN 

Aan deze vergelijking (waarin c > 1 is, daar anders a = b was) 
is, ‘blijkens het ín n®. 127 gevondene, alleen voldaan als  = c = 2 
is; in dat geval is a = be = 4. 

We vinden dus: 

Aan de vergelijking (181) is, behalve door a = b, slechts vol- 
daan als a= 4 en b=2 is of omgekeerd a=2enb=4. 


1) Uit be S be zou nl. volgen: 
(be)? S (b°)P; 
zie de eerste eigenschap van n°. 124. 


S 8. Oneindige hoeveelheden en cardinaalgetallen. 


214. Gelijkwaardigheid van hoeveelheden. Een natuurlijk 
getal treedt op als aantal elementen van een eindige hoeveelheid. 
We willen hier het een en ander mededeelen aangaande de uit- 
breiding, die het begrip „natuurlijk getal” ondergaan heeft door 
de voorwaarde van eindigheid der hoeveelheid los te laten; de 
beschouwingen daaromtrent zijn voor een groot deel afkomstig 
van GEORG CANTOR (1872 en volgende jaren). 

Genoemde uitbreiding van het getalbegrip neemt in dit leer- 
boek een op zich zelf staande plaats ín doordat voor de getallen, 
waartoe men door de beschouwing van oneindige hoeveelheden 
gevoerd wordt, niet alle rekenregels gelden, die men bij de 
natuurlijke getallen heeft ©), terwijl we ons overigens juist bepalen 
tot die uitbreidingen van het getalbegrip, waarvoor genoemde 
rekenregels van kracht blijven. 


215. Twee (eindige of oneindige) hoeveelheden A en B, ook 
wel verzamelingen genoemd, heeten gelijkwaardig of aequivalent 
als ze op elkaar kunnen worden afgebeeld (zie n°. 14), dus als 
een een-eenduidige correspondentie tusschen de elementen van 4 
en die van B kan worden vastgelegd. Men schrijft dit: 

A» B. 

Een voorbeeld van twee gelijkwaardige hoeveelheden wordt 
opgeleverd door twee eindige hoeveelheden met hetzelfde aantal 
elementen (zie de eigenschap van n°. 28). 


216. Voor het begrip „gelijkwaardig” geldt de volgende tfran- 
sitieve eigenschap: 


1) NL niet die betreffende de omgekeerde verbindingen (aftrekken 
en deelen) en die betreffende grooter en kleiner; zie n°. 249—252. 
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Zijn A, B en C drie hoeveelheden en is 
Anet ND oi 
dan is ook ANC}. 

Immers is B zoowel op A als op C afgebeeld, dan verkrijgt 
men een afbeelding van A op C door elementen van A en C, 
die met hetzelfde element van B correspondeeren als correspon- 
deerend te beschouwen. 

Om de eigenschap ook te doen doorgaan als de hoeveelheden 
A en C dezelfde zijn is het noodig iedere hoeveelheid met zich 
zelf gelijkwaardig te noemen, zoodat dus 

A» A 
is. Bij de afbeelding van A op A kan men ieder element met 
zich zelf laten correspondeeren. 


217. Cardinaalgetal van een hoeveelheid. Vormt men eenige 
hoeveelheden, die alle met een zelfde hoeveelheid A gelijkwaardig 
zijn, dan zijn, volgens de eigenschap van 216, iedere twee dier 
hoeveelheden gelijkwaardig. Men kan nu een bepaald teeken 
kiezen om deze hoeveelheden te onderscheiden van hoeveelheden, 
die daarmede niet gelijkwaardig zijn. Dit teeken wordt het 
cardinaalgetal of de machtigheid der hoeveelheid genoemd. 

Om een cardinaalgetal te definiëeren heeft men dus slechts 
één hoeveelheid te noemen, die dat cardinaalgetal bezit. 


218. De cardinaalgetallen der eindige hoeveelheden (zie n°. 26) 
wordig eindig, die der oneindige hoeveelheden oneindig of trans- 
finiet genoemd. De eindige cardinaalgetallen zijn niets anders _ 
dan de natuurlijke getallen. 

Een voorbeeld van een transfiniet cardinaalgetal levert het 
cardinaalgetal der hoeveelheid van alle natuurlijke getallen (die 
volgens n°. 28 oneindig is). Dit cardinaalgetal wordt aftelbaar 
oneindig, of kortweg aftelbaar, genoemd. 

Een hoeveelheid, waarvan het cardinaalgetal aftelbaar oneindig is, 
wordt eveneens aftelbaar oneindig of aftelbaar genoemd. Een aftel- 
bare hoeveelheid kan dus gedefiniëerd worden als een hoeveelheid, 
die op de hoeveelheid der natuurlijke getallen is af te beelden. 


1) Deze eigenschap is reeds enkele malen toegepast zonder haar 
uitdrukkelijk te formuleeren zie; n°, 23 en 27. 
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219. Grooter en kleiner bij cardinaalgetallen. Zijn A en 
B twee ongelijkwaardige hoeveelheden en is B gelijkwaardig met 
een deel *) van A, dan wordt het cardinaalgetal van A grooter 
dan dat van B genoemd en dat van B Kleiner dan dat van A. 
Zijn a en & die cardinaalgetallen, dan wordt dit als a > bh of 
b < a geschreven. 

Daar voor a > b vereischt wordt, dat de hoeveelheden Aen B 
ongelijkwaardig zijn, dus riet hetzelfde cardinaalgetal hebben, 
blijkt onmiddellijk, dat grooter of kleiner de gelijkheid der car- 
dinaalgetallen uitsluit. Dat ook grooter en kleiner elkaar uitsluiten 
zal eerst later blijken (zie n°. 228). 


220. We merken nog op, dat men niet tot a > b kan besluiten 
als men slechts weet, dat de hoeveelheid B op een echt deel van 
A is af te beelden. Wel is dit geoorloofd als B eindig is, maar 
niet als B, en dus ook A, oneindig is. Dan is nl. A op een echt 
deel D van zich zelf af te beelden (zie de eigenschap van n°. 30); 
is nu de hoeveelheid B met D gelijkwaardig, dan is ze dat ook 
met A, zoodat A en B dan hetzelfde cardinaalgetal bezitten. 
Daarom wordt voor a > b nog uitdrukkelijk verlangd, dat A en 
B ongelijkwaardig zijn. 


221. De definitie van n°. 219 ís voor eindige hoeveelheden, 
in welk geval (zooals reeds is opgemerkt) de cardinaalgetallen 
natuurlijke getallen zijn, met het begrip „grooter’’ voor natuurlijke 
getallen ín, overeenstemming (zie de eigenschap van n°. 25). 

Past men de in n®. 219 gegeven definitie toe op een eindige 
en een oneindige hoeveelheid, dan blijkt onmiddellijk, dat een 
transfiniet cardinaalgetal grooter is dan ieder natuurlijk getal. 
Bij een oneindige hoeveelheid kan men nl. de telling onbepaald 
voortzetten en is dus voor ieder natuurlijk getal n een echt deel 
der hoeveelheid te vormen, dat 7 elementen bevat. 


222, Kleinste transfiniete cardinaalgetal. In n°. 30 is gebleken: 
ledere oneindige hoeveelheid heeft een aftelbaar oneindig deel. 
Dit kan ook zoo worden uitgedrukt: 


1) Wegens de ongelijkwaardigheid van A en B is dit uit den aard 
der zaak een echt deel. 
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leder transfiniet cardinaalgetal, dat niet aftelbaar oneindig is, 
is grooter dan aftelbaar oneindig. 

De hoeveelheid der natuurlijke getallen is dan nl. niet af te 
beelden op een hoeveelheid, waarbij het transfiniete cardinaalgetal 
behoort, maar wel op een echt deel daarvan. 


223. Heeft men een oneindige hoeveelheid van natuurlijke 
getallen, dan kan men deze op de in n°. 86 aangegeven wijze 
naar de grootte rangschikken, waardoor ieder getal der hoeveel- 
heid een rangnummer verkrijgt en (wegens de oneindigheid der 
hoeveelheid) ook omgekeerd ieder natuurlijk getal als rangnum- 
mer optreedt. Op deze wijze krijgt men de hoeveelheid op die 
van alle natuurlijke getallen afgebeeld. Men heeft dus: 

Een oneindige getallenhoeveelheid is aftelbaar. 


224. Hieruit volgt onmiddellijk: 

leder oneindig deel van een aftelbaar oneindige hoeveelheid is 
aftelbaar. 

Volgens de eigenschap van n° 223 geldt dit nl. voor de hoe- 
veelheid der natuurlijke getallen, dus ook voor een hoeveelheid, 
die daarop is af te beelden, dus voor een aftelbaar oneindige 
hoeveelheid. 


225. De eigenschap van n°. 224 kan ook zoo geformuleerd 
worden : 

Er is geen transfiniet cardinaalgetal, dat kleiner is dan aftel- 
baar oneindig. 

Immers een hoeveelheid met een transfiniet cardinaalgetal, dat 
kleiner is dan aftelbaar oneindig, zou af te beelden moeten zijn 
op een oneindig deel van de hoeveelheid der natuurlijke getallen, 
dus volgens de eigenschap van n°. 223 aftelbaar zijn, in strijd 
daarmede, dat het cardinaalgetal der hoeveelheid kleiner dan 
aftelbaar oneindig is. 


226. De eigenschap van n°. 225 drukt, gecombineerd met die 
van n°, 222 (tweede formuleering) uit, dat aftelbaar oneindig het 
kleinste transfiniete cardinaalgetal is. 

Opgemerkt zij nog, dat beide eigenschappen niet hetzelfde 
uitdrukken, daar nog niet is aangetoond, dat de begrippen grooter 


93 


en kleiner elkaar uitsluiten. Zoolang dit nl. nog niet bewezen 
is (hetgeen in n°. 228 algemeen geschieden zal) volgt uit de 
omstandigheid, dat een niet-aftelbaar transfiniet cardinaalgetal 
grooter dan aftelbaar oneindig is, nog niet, dat het niet kleiner 
dan aftelbaar oneindig is. 


227. Gelijkwaardigheidsstelling van Schröder en Bernstein. 
Deze onafhankelijk van elkaar omstreeks 1896 door E. SCHRÖDER 
en F. BERNSTEIN gevonden stelling luidt: 

Is de hoeveelheid A gelijkwaardig met een deel der hoeveel- 
heid B en omgekeerd B gelijkwaardig met een deel van A, dan 
zijn A en B gelijkwaardig. 

Dit ís natuurlijk alleen van belang voor het geval, dat de deelen 
van B en A, die resp. met A en B gelijkwaardig zijn, echte deelen 
zijn, daar de eigenschap anders een tautologie ís. 


Ondersteld is 
Ax B’ (132) 
en 
B» A’, (133) 


waarin B’ een deel van B en A’ een deel van A4 is. Met een 
element a, van A correspondeert, zoo dit tot 4’ behoort, volgens 
(133) een element 5, van B. Behoort b, ook tot B’, dan 
correspondeert daarmede volgens (182) een element a, van A. 
Behoort a, tot 4’, dan correspondeert daarmede een element 5, 
van B, enz. Men krijgt zoo de rij 

nr en eenn (134) 
die òf onbepaald voortloopt, òf afbreekt doordat een element van 
A bereikt wordt, dat niet tot 4’ behoort, of een element van B, 
dat niet tot B’ behoort. | 
__ We construeeren op de volgende wijze een correspondentie, 
die we C noemen. Eindigt de rij (134) met een element b,„ van 
B, dat niet tot B’ behoort, dan laten we met het element a, 
van A het element b, van B correspondeeren *). In de overige 
gevallen laten we met a, het element b van B correspondeeren, 
dat daarmede volgens (132) correspondeert. | 


1) Het element b, is dan aanwezig, daar anders de rij (134) met een 
element van A (nl. a,) eindigde. 
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Bij de zoo gevormde correspondentie C correspondeert met 
ieder element van A één en slechts één element van B. Ook is 
het omgekeerde het geval. Men kan nl. bij de vorming van de 
rij (134) ook van een willekeurig element b, van B uitgaan 
(waarbij dan a, het element van A is, dat volgens (133) met b, 
correspondeert); bij de correspondentie C zal nu één en slechts 
één der elementen a, en ad, (en stellig geen ander element van 
A) met b, correspondeeren !). 

De correspondentie C levert dus een afbeelding der hoeveelheden 
Á en B op elkaar. 


228. Uit de eigenschapsvanstt0s227mvolet. 

Het is onmogelijk, dat het cardinaalgetal van een hoeveelheid 
A zoowel grooter als kleiner is dan dat van een hoeveelheid B. 

Was nl. het cardinaalgetal van A zoowel grooter als kleiner 
dan dat van B, dan was (volgens de definitie van n°, 219) A 
met een deel van B en B met een deel van A gelijkwaardig, dus 
A met B. Dit is echter in strijd met de definitie van „grooter”. 

De eigenschap drukt uit, dat ook bij cardinaalgetallen de be- 
grippen „grooter”’ en „kleiner elkaar uitsluiten. 


229. Een verder gevolg der gelijkwaardigheidsstelling is de 
transitieve eigenschap voor cardinaalgetallen van het praedicaat 
„grooter. Deze eigenschap, waarin die van n° 5 voor natuur- 
lijke getallen ligt opgesloten, luidt: 

Voldoen de cardinaalgetallen a, b en c aan 

Ar DNEn VOEL. 
EAN LS AEC: 
Zijn, nl. A, B wens CRhOeveelneden MeCENTes DAG ORE INCL 
cardinaalgetal hebben, dan is volgens het onderstelde: 
Ascari (135) 
waarin A’ een deel van A en B’ een deel van B is. Door de 
afbeelding van B op A’ is nu ook B’ op een deel A” van 4’ 
afgebeeld; hierin is A” ook een deel van 4. Uit 
A"SB', BSC 


1) Ontbreekt het element a,, doordat reeds b, niet tot B’ behoort, 
dan correspondeert a, volgens den gegeven regel met b,. 
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volgt nu (blijkens de eigenschap van n°. 216): 
A” » C. 
Verder zijn A en C ongelijkwaardig, daar men uit A «C in 
verband met (135) tot 
A’ «B, B» A, 
dus (in verband met de eigenschap van n°. 227) tot A« 8 zou 
kunnen besluiten, in strijd met het onderstelde a > b. 


230. Vergelijkbaarheid van hoeveelheden. Een vraag, die 
zich ten aanzien van de begrippen „grooter” en „kleiner” verder 
nog voordoet, is deze: 

Is bij twee verschillende cardinaalgetallen steeds het eene 
grooter dan het andere? 

Was dít bij de cardinaalgetallen der hoeveelheden A en B niet 
het geval, dan was A niet met een deel van B gelijkwaardig en 
B niet met een deel van A4. Is omgekeerd A niet met een deel 
van B en B niet met een deel van A gelijkwaardig, waarin opge- 
sloten ligt dat A en B ongelijkwaardig zijn (daar B ook een 
deel van B ís), dan bestaat tusschen de cardinaalgetallen a en & 
dier hoeveelheden geen der betrekkingen a == b, a> b,a<b. 
De gestelde vraag kan dus ook zoo worden ingekleed: 

Kan het bij twee hoeveelheden A en B voorkomen dat A met 
geen enkel deel van B en B met geen enkel deel van A gelijk- 
waardig is? 


231. Twee hoeveelheden A en B, tusschen wier cardinaal- 
getallen a en b een der betrekkingen a = b,a > b,a < b bestaat, 
dus waarbij A op een deel van B of B op een deel van A is 
af te beelden, worden vergelijkbaar genoemd. Men is geneigd 
die vergelijkbaarheid voor ieder tweetal hoeveelheden als iets van 
zelf sprekends aan te nemen. Evenwel ís zonder de een of andere 
axiomatische onderstelling omtrent de beschouwde hoeveelheden 
de vergelijkbaarheid niet algemeen aan te toonen. Het zou ons 
te ver voeren hierop nader in te gaan. 


232. De verschillende gevallen, die bij twee hoeveelheden 4 
en B denkbaar zijn, kunnen ook aldus worden geformuleerd: 
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]. A is met een deel van B en B met een deel van A gelijk- 
waardig. 

II. A is niet met een deel van B, maar B wel met een deel 
van A gelijkwaardig. 

II. A is met een deel van B, maar B niet met een deel van 
A gelijkwaardig. 

IV. A is niet ‘met een deel van B en B niet met een deel van 
A gelijkwaardig. 

Aan deze indeeling ziet men direct, dat de vier gevallen elkaar 
logisch uitsluiten en dat geen andere gevallen denkbaar zijn. 

Volgens de gelijkwaardigheidsstelling van n°. 227 is in het 
geval 1 A gelijkwaardig met B, dus a = b als a en b de cardinaal- 
getallen van A en B zijn. De gevallen II en III komen overeen 
met a > b resp. a < b, terwijl IV het geval van onvergelijkbaar- 
heid vertegenwoordigt (zie n?. 231). 


233. Optelling van cardinaalgetallen. De beschouwingen 
van n°. 38—41 gaan ook voor oneindige hoeveelheden door. Zijn 
a en b de cardinaalgetallen der hoeveelheden 4 en B, die we 
zonder gemeenschappelijke elementen onderstellen, dan verstaat 
men (geheel in overeenstemming met de ín n®. 48 gegeven defi- 
nitie) onder a + b het cardinaalgetal der somhoeveelheid A + B, 
die ontstaat door A en B tot één enkele hoeveelheid te ver- 
eenigen. 

De door de formules (5) en (7) van n°, 39 en 41 uitgedrukte 
eigenschappen van hoeveelheden doen zien, dat ook voor cardi- 
naalgetallen de commutatieve en de associatieve eigenschap der 
optelling gelden, dus de formules (9) en (10) van n°. 48. 


234. Daar men ook oneindig veel hoeveelheden tot één enkele 
hoeveelheid vereenigen kan, is de optelling van cardinaalgetallen 
niet tot een eindig aantal termen beperkt. 

Het is onmiddellijk in te zien, dut ook bij een som van on- 
eindig veel cardinaalgetallen de algemeene associatieve en commu- 
tatieve eigenschap gelden (zie n°. 53 en 56). 
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Opgemerkt zij nog, dat zulk een som niet te verkrijgen is 
door eerst de som van twee cardinaalgetallen te vormen, daarna 
deze som te vermeerderen met een derde cardinaalgetal, enz, 
daar men zoo steeds een eindig aantal termen behoudt. Ook is een 
som van oneindig veel cardinaalgetallen niet te vergelijken met 
de som van een oneindig voortloopende reeks !); bij laatst- 
genoemde som heeft men nl. niet met een som in de gewone 
beteekenis, maar met de limiet van een som te doen; bovendien 
is het aantal termen van zulk een reeks aftelbaar oneindig, hetgeen 
bij een som van oneindig veel cardinaalgetallen niet het geval 
behoeft te zijn. 


235. Vermenigvuldiging van cardinaalgetallen. Op de in 
n°. 112 aangegeven wijze kan men uit twee hoeveelheden A en 
B de producthoeveelheid A.B vormen, door nl. telkens een 
element van A met een element van B tot een paar te vereenigen 
en de hoeveelheid van alle zoo te vormen paren te beschouwen. 
Onder het product ab der cardinaalgetallen a en b van A resp. B 
wordt nu het cardinaalgetal der hoeveelheid A.B verstaan. 

Uit de beschouwingen van n°. 112—116 blijkt onmiddellijk, 
dat de commutatieve, associatieve en distributieve eigenschap 
der vermenigvuldiging, dus de formules (50), (51) en (52) van 
n°. 94, 95 en 97, ook voor cardinaalgetallen gelden. 


236. Op soortgelijke wijze als in n°. 112 (waar de hoeveel- 
heden eindig ondersteld zijn) blijkt verder, dat de product- 
hoeveelheid A.B ook op te vatten is als een som van a hoeveel- 
heden, die alle het cardinaalgetal b bezitten®). leder dier a 
hoeveelheden wordt gevormd door diegene der in n°. 235 ge- 
noemde paren, waarin een zelfde element van A voorkomt, als 
elementen van een hoeveelheid te beschouwen. 

Ook bij cardinaalgetallen is dus het product ab als som van a 
gelijke termen 4 (of b gelijke termen a) te beschouwen. Dit 


1) Met deze opmerking loopen we op bekende, maar hier nog niet 
besproken zaken vooruit. 

2) En natuurlijk ook als een som van b hoeveelheden, die alle het 
cardinaalgetal a hebben. 
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maakt, dat de in n°. 97 gegeven bewijzen der beide grondvormen 
(52) en (53) van de distributieve eigenschap ook voor cardinaal- 
getallen doorgaan. 


237. De vermenigvuldiging van hoeveelheden, zooals die in 
n°. 235 is beschreven, is tot meerdere hoeveelheden, ook 
oneindig veel hoeveelheden, uit te breiden. Een element der 
producthoeveelheid ontstaat door van ieder der oorspronkelijke 
hoeveelheden een element te nemen en deze elementen tot een 
hoeveelheid vereenigd te denken; die hoeveelheid is dan een 
element der producthoeveelheid. 

Het is nu weer gemakkelijk in te zien, dat voor de bijbehoorende 
cardinaalgetallen de algemeene commutatieve, associatieve en 
distributieve eigenschap der vermenigvuldiging geldig zijn. 


238. Machtsverheffing van cardinaalgetallen. De beschou- 
wingen van n°. 130 en 181 zijn zonder moeite op oneindige 
hoeveelheden over te dragen. Zijn A en B twee hoeveelheden 
met cardinaalgetallen a en b, dan kan men de hoeveelheid A4? 
vormen, waarvan de elementen de beleggingen der hoeveelheid 
B met elementen van A zijn (zie n°. 131). Onder a? verstaat men 
nu het cardinaalgetal der hoeveelheid AS. 


239. Wanneer men een element van B met de verschillende 
elementen van A tot paren vereenigt, krijgt men een hoeveelheid 
van a elementen (de zoo juist genoemde paren). Daar ieder element 
van B tot zulk een hoeveelheid voert, krijgt men & hoeveelheden 
ieder van a elementen. Deze b hoeveelheden duiden we door 
C aan. 

Door nu van ieder der hoeveelheden C een element te nemen 
verkrijgt men alle elementen van 8, ieder gepaard aan een element 
van 4, dus een belegging van B met elementen van A, terwijl 
men ook iedere zoodanige belegging op deze wijze kan laten 
ontstaan. Hieruit blijkt, dat de hoeveelheid A? het product der b 
hoeveelheden. C is. Dit beteekent, dat ook bij cardinaalgetallen 
a? als het product van b gelijke cardinaalgetallen a te beschouwen is. 


240. Op geheel dezelfde wijze als bij natuurlijke getallen is 
dus de machtsverheffing tot vermenigvuldiging terug te brengen. 
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De daaruit in n°. 118—123 afgeleide eigenschappen der machts- 
verheffing, die door de formules (65), (66) *), (67), (69) en (71) 
zijn uitgedrukt, gelden dus ook voor cardinaalgetallen. We laten 
het aan den lezer over zich er van te overtuigen, dat de bewijs- 
voeringen geldig gebleven zijn; bij de uitbreiding der formules 
(67) en (69) heeft men zich dan echter niet op volledige inductie 
te beroepen, maar op de eigenschappen der vermenigvuldiging 
voor een willekeurig (eindig of oneindig) aantal factoren. 


241. Men kan de formule (67) van n®. 119 ook bewijzen 
door op te merken, dat a° b° het cardinaalgetal der hoeveelheid 
alten 
is (waarbij A, B en C resp. hoeveelheden met de cardinaal- 
getallen a, b en c zijn). Wanneer men de hoeveelheid C.met 
elementen van A belegt en vervolgens met elementen van B (ten 
einde de hoeveelheden AC en BC te vormen) en beide beleggingen 
tot een paar vereenigt, is dit te beschouwen als een belegging 
van C met elementen van A.B; immers aan ieder element van 
C is dan een element van A en een element van B toegevoegd, 
hetgeen als een toevoeging van een element van A.B is op te 

vatten. Men vindt zoo: 
A eb ME ER (136) 
hetgeen onmiddellijk tot (67) voert. 


242. Om op deze wijze de formule (69) van n°. 122 aan 
te toonen gaan we er van uit, dat a? a° het cardinaalgetal der 
hoeveelheid 

ARERAE 
is. Een element dier hoeveelheid krijgt men door 2 zoowel als 
C met elementen van A te beleggen en beide beleggingen te 
zamen te beschouwen; dit voert dan tot een belegging der 
hoeveelheid B + C met elementen van A. Men vindt zoo: 
AS AGPS Ale G, (137) 
hetgeen tot (69) voert. 
We laten het aan den lezer over aan te toonen: 


(AE)“ = ABC, (138) 


1 Omtrent de formule (66) zie nader n°. 255. 
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waarmede dan een ander bewijs der formule (71) van n°. 128 
verkregen is. 


243. Som van aftelbaar oneindig veel aftelbare hoeveel- 
heden. We denken ons een aftelbaar oneindig aantal aftelbaar 
oneindige hoeveelheden 

Ara ed (139) 

De elementen van een willekeurige dezer hoeveelheden, b.v. 

An, noemen we 
Ant, Uno, Un3, «eo ee 
zoodat dus ap het pi° element der nê° hoeveelheid is. 

We denken ons nu de hoeveelheden (139) tot één enkele 
hoeveelheid A vereenigd en toonen aan, dat ook A aftelbaar 
oneindig is. Daartoe moet bewezen worden, dat men de hoe- 
veelheid der elementen ap op de hoeveelheid der natuurlijke 
getallen kan afbeelden, dus die elementen van rangnummers kan 
voorzien. Dit nu kan op de volgende wijze geschieden: 

Aij Aias Aars Ui3s aas Agis Aras A2gs Uzar Aars Aios «tt 
Vi Aden Ann 0 OER a OL 

We vereenigen dus de elementen ín groepen van elementen met 

gelijke indexsom, aldus: 


Enz. 


De elementen van een zelfde groep worden naar den eersten 
index gerangschikt, terwijl men op iedere groep de groep laat 
volgen, waarvoor de indexsom 1 grooter is. Het is duidelijk, dat 
zoo ieder element a„, een rangnummer krijgt. We vinden dus: 

Door een aftelbaar oneindig aantal aftelbaar oneindige hoeveel- 
heden tot één enkele hoeveelheid te vereenigen ontstaat weer een 
aftelbaar oneindige hoeveelheid. 


244. Bij de in n°. 243 beschouwde rangschikking der elementen 
Axp is zonder moeite het rangnummer van een willekeurig element 
Anp aan te geven. Het element ap ís nl. het nd° element van de 
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groep met indexsom n+p. Aan die groep gaan np — 2 
groepen vooraf resp. met indexsom 2, 3, 4, ....…,ntp—l; 
de aantallen elementen dier groepen zijn resp. 1, 2, 3, .…..… 
nt-p-—?2. Het rangnummer van het element a„p is dus: 


1243 pn EELT DEED 4u). 


Voor het bewijs van n°. 243 is deze uitdrukking voor het 
rangnummer echter zonder belang. 


245. Uit de eigenschap van n°. 243 volgt: 

De som van een eindig aantal aftelbaar oneindige hoeveel- 
heden is aftelbaar oneindig ®). Hetzelfde geldt voor de som van 
een aftelbaar oneindig aantal eindige hoeveelheden. 

Het is nl. onmiddellijk te zien, dat de genoemde som een 
oneindige hoeveelheid ís. Verder is die som door weglating van 
elementen uit de in n°. 243 beschouwde somhoeveelheid af te 
leiden, zoodat men met een oneindig deel van een aftelbaar 
oneindige hoeveelheid te doen heeft; zulk een deel nu ís aftel- 
baar oneindig (zie de eigenschap van n®. 224). 


246. Volgens het in n°. 236 gevondene is de eigenschap van 
n°. 243 ook aldus te formuleeren: 

Het product van twee aftelbaar oneindige. hoeveelheden is 
aftelbaar oneindig. 

Door volledige inductie kan dit aldus worden uitgebreid: 

Het product van een eindig aantal aftelbaar oneindige hoe- 
veelheden is aftelbaar oneindig. 


247. Formules, waarin het cardinaalgetal „aftelbaar onein- 


1) Men heeft nl: 
UI +243... +23 H.+ (R—N) +k} + 
pn er Eeste erene Bt Ken 

(LHR) H (QA (k— DJ + (3 H (2-2) HH ((k—1)H2 (RHID 
= (RAI) + (RAI) +... (RH 1) (R termen) = k(k HI). 

Zie overigens n°. 640. 

2?) Dit drukt uit, dat het product van een eindige en een aftelbaar 
oneindige hoeveelheid aftelbaar oneindig is (zie n°. 236). 
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dig” voorkomt. Stelt men het aftelbaar oneindige cardinaalgetal 
door a voor, dan volgt uit de eigenschap van n°. 245: 

UE (140) 
waarin # een eindig cardinaalgetal, dus een natuurlijk getal is. 
In het bijzonder heeft men: 


Dette (141) 
Evenzoo heeft men natuurlijk: 


waarin n weer een natuurlijk getal is. 
Verder volgt uit de tweede eigenschap van n?, 246: 
akal | (143) 


248. Uit de eerste eigenschap van n°. 222 volgt, dat ieder 
transfiniet cardinaalgetal a als a + 4 te schrijven is *). Volgens 
de eigenschap van n°. 224 geldt dit nl. ook nog voor a = a; men 
kan zich hiervoor ook op (141) of (142) beroepen. Men heeft dus: 


Ak se det 
of in verband met (141): 


Oelen eek Let ler en ROE 


Voor ieder transfiniet cardinaalgetal a geldt dus: 


Tan Alien! (144) 
enkevenzoorwegenss dan (Mel) Meis Dalt Mei 

adn=a, (145) 
waarin n een natuurlijk getal is. In het bijzonder geldt: 

(nld (146) 


Door deze laatste formule onderscheiden zich de oneindige 
cardinaalgetallen van de eindige. 


249. Onbepaaldheid der omgekeerde verbindingen. Terwijl 
de eigenschappen der optelling, vermenigvuldiging en machts- 
verheffing voor cardinaalgetallen onveranderd bleken door te 
gaan, hebben we ín n°. 247 en 248 formules verkregen, die bij 
natuurlijke getallen niet gelden. Deze formules doen zien, dat 
men in verschillende gevallen bij transfiniete cardinaalgetallen 


1) Opgemerkt zij, dat, als a niet-aftelbaar oneindig is, hetzelfde voor 
b geldt, daar anders uit (141) zou volgen: 
tbe eik th 
in strijd met het gegeven, dat a niet-aftelbaar is. 
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gelijkheid krijgt, waar men bij natuurlijke getallen ongelijkheid 
aantreft. 


250. Dit maakt, dat bij transfiniete cardinaalgetallen de omge- 
keerde verbindingen „aftrekken” en „deelen” tot onbepaaldheid 
kunnen voeren. Zoo doen de formules (144) en (145) zien, dat, 
als a een oneindig cardinaalgetal ís, aan de vergelijking 

Od 
voldaan wordt door ieder natuurlijk getal en ook door x = a. 
Evenzoo ziet men aan de formules (140) en (143), dat aan 
Ka = U 
door ieder natuurlijk getal en door x= a wordt voldaan. 

De eigenschappen der aftrekking en deeling, die toch op de 
ondubbelzinnigheid van deze verbindingen steunen, vervallen dus 
voor transfiniete cardínaalgetallen. 


251. Het rekenen met cardinaalgetallen is dus tot de recht- 
streeksche verbindingen beperkt. De omstandigheid, dat hiervoor 
nog dezelfde rekenregels gelden als bij de natuurlijke getallen, 
verliest echter een groot deel van haar belang tengevolge van 
de in n°. 247 en 248 verkregen formules. Zoo is het b.v. weinig 
interessant, dat 

slet Olen dent 20 
is, daar zoowel het eerste als het tweede lid hiervan a is. Men 


had even goed 
St de 0 


Mie eld int Ae in 
kunnen schrijven, zonder dat de formule ophoudt juist te zijn. 


of 


252. Ook bij ongelijkheden kan men met transfiniete cardinaal- 
getallen niet op de gewone wijze rekenen. De eigenschappen van 
n°. 49 en 105 zijn nl. niet op transfiniete cardinaalgetallen van 
toepassing *). 

Immers zijn m en n natuurlijke getallen en is m > n,‚ dan 


1) Dit volgt ook daaruit, dat als genoemde eigenschappen van toe- 
passing bleven de aftrekking en de deeling ondubbelzinnig waren (zie 
n°. 69 en 133), hetgeen in n°. 250 gebleken is niet het geval te zijn. 
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heeft men niet (zooals de eigenschap van n°. 49 dat zou eischen) 
manta, maar volgens de formule (142) van n®. 247: 


Mile 
Ook heeft men dan niet ma > na, maar volgens (140): 
ma —= na. 


253. Vergrooting van cardinaalgetallen. De omstandigheid, 
dat a? (n een natuurlijk getal) nog hetzelfde cardinaalgetal is als 
a!) doet de vraag rijzen of er, behalve aftelbaar oneindig, nog 
andere transfiniete cardinaalgetallen bestaan. Dit is hetzelfde als 
de vraag of er niet-aftelbaar oneindige hoeveelheden bestaan. 

Deze vraag moet bevestigend beantwoord worden. Men kan 
nl. uit ieder cardinaalgetal een ander afleiden, dat grooter is, 
zooals uit een ín n°. 254 te bespreken eigenschap blijkt. Tevens 
ziet men zoo, dat er geen grootste cardinaalgetal bestaat. 


254. Zijn a en b cardinaalgetallen en is a > l, dan is: 
TARL 

Laten nl. A en B hoeveelheden zijn, die a resp. b tot cardinaal- 
getal hebben, zoodat a? het cardinaalgetal van de hoeveelheid 
A? is (zie n°. 238). Aangetoond moet dan worden, dat B met 
een deel van A?, maar niet met A? zelf gelijkwaardig is. 

Zijn e‚ en e, twee bepaalde elementen van 4; deze zijn wegens 
a> 1 te vinden. Men kan nu een belegging van B met elementen 
van A vormen door aan een bepaald element E van B het element 
e‚ en aan alle overige elementen van 2 het element e,‚ toe te 
voegen. Het aantal beleggingen van deze soort bedraagt b, daar 
men voor E ieder der b elementen van B kiezen kan. De hoe- 
veelheid dier bijzondere beleggingen is een deel van 42 en gelijk- 
waardig met 5. 

Om te bewijzen, dat 4? en B niet gelijkwaardig zijn, nemen 
we aan, dat dit wel het geval was en men dus een afbeelding 
C van A# op B kon vormen. Met een element E van B 


l) Zie de formule (143) van n°. 247. 
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correspondeert dan een element van A4#, dus een belegging F 
van B; bij deze belegging is aan E een element e van A toe- 
gevoegd. Onder e€/ verstaan we nu het element e‚ of e‚ al naar 
gelang e niet of wel het element e‚ ís; in beide gevallen is e 
van e verschillend. We beschouwen thans de belegging F,‚, waarbij 
aan ieder element E van B op de boven aangegeven wijze een 
element e/ van A is toegevoegd. Deze belegging F verschilt van 
de belegging F, die bij de afbeelding C met E correspondeert, 
daar bij de belegging F aan E het element een bij de belegging 
F aan E het (van e verschillende) element e/ van A ís toegevoegd. 
Daar dit voor ieder element E van B geldt, is er geen element 
van B, dat bij de afbeelding C met de belegging F correspon- 
deert, hetgeen in strijd is met de omstandigheid, dat C een af- 
beelding van A? op B is. 


255. De eigenschap van n°. 254 geldt niet voor a = 1, daar 
(ook als 4 oneindig is) 1®= 1 is. In dat geval is er nl. slechts 
één belegging van de hoeveelheid B met elementen van A 
mogelijk, waarbij dan aan ieder element van B het eenige element 
van A is toegevoegd. 

Voor a = 2 is echter (zooals uit het bewijs blijkt) de eigenschap 
van n°. 254 reeds van kracht, zoodat men voor ieder (eindig of 
oneindig) cardinaalgetal b heeft: 


2e > b. (147) 


256. Rijen van cardinaalgetallen. De ongelijkheid (147) stelt 
ons in staat, uitgaande van het aftelbaar oneindige cardinaalgetal 
a, steeds grootere cardinaalgetallen te vormen, nl.: 


a, = 2, a, = UL, a, = 28, a, = 23... .…, (148) 
waarbij dan: 
Das alm ee Te Arien 
is. 

257. Echter is men tot de rij (148) van cardinaalgetallen niet 
beperkt. Zijn nl. A, A;, As, Az, . . . . hoeveelheden, wier cardi- 
naalgetallen a, a,, Qs, Ag, . . . « Zijn, dan verkrijgt men, door de 
som van al deze hoeveelheden te vormen, een hoeveelheid Aw, 
waarvan het cardinaalgetal minstens a„+, (# een natuurlijk getal), 
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dus > a„ is. Het cardinaalgetal van Aw, dat we a, noemen, ís 
dus grboter dan ieder der cardinaalgetallen (148). 


258. Uit a, kan men nu verder weer een rij van steeds 
grooter wordende cardinaalgetallen 


_ gw _ 9lw +1 _olwt-2 
haet » Aro? A32 RR Neer kee) 
afleiden, waaruit men (door de bijbehoorende hoeveelheden 
Ari Aar Anr3, « «+ - te vereenigen) een cardinaalgetal as, 


afleidt, dat grooter dan ieder der cardinaalgetallen (149) ís. Uit 
9, kan men verder weer een rij grooter wordende cardinaal- 
getallen. Oog se0on annen met alleidenssenz, 


259. Zoo kan men de cardinaalgetallen a3,, Q4,, Gs, « ««- 
verkrijgen, waaruit men, door, vereeniging der bijbehoorende 
hoeveelheden As Ass A3 rt Arne vann eenthoeveelleidsn 
verkrijgt, waarvan het cardinaalgetal a, grooter is dan ieder der 
cardinaalgetallen e 

VEA OMR Ieren bn a oo 

Steeds kan men zoo uit iedere oneindig voortloopende rij van 
cardinaalgetallen een cardinaalgetal afleiden, dat grooter is dan 
alle cardinaalgetallen dier rij, en daarna met de vorming van 
grootere cardinaalgetallen doorgaan. 


260. Ordinaalgetallen. De indices der in n°. 256—259 ge- 
vonden cardinaalgetallen worden ordinaalgetallen genoemd. Deze 
zijn de volgende, waarbij we de vormingswijze verder voortzetten 
dan in het voorgaande geschied is: 

PRE er ODE 2 

ARR Elfen DE dd dek 0 ed 
Doon Vn INL 
MCH LOP UT dn 
Streel et art Std EE 
a re APR ed er ed LEI TAN Ee oe 


in AANEEN ve len Ae 
VIANA 05 OL A ded A AR 
wS, . . . 5) wt, Ld id . ey m5, . . . . 
m® we re 


| . . . . b] . . . LE} 


3 ES 
@ W 
; . . . Le } 4) ] . . . . 


w 
we we u” 
G) : De a) 4 , ú) 5 
w 
@ w 1 
G) @ Ì 1 5 de, À 
1’ ’ 1 » » 1 ’ » 1 ’ 
03, : 03) k O4, 
On ’ ) Dy ’ DZ 
O2 O3» 5 4» 
Dy, ) Dy”, ) OywY , 
( 
Dy, : On à Oi,» 
ú) ú) ú) 
W ’ ’ Van » ’ Co, ’ 


261. De eindige ordinaalgetallen zijn weer de natuurlijke 
getallen. Deze komen ín alle eigenschappen met de eindige 
cardinaalgetallen overeen, zoodat bij eindige getallen nog geen 
behoefte aan onderscheiding tusschen cardinaalgetallen en ordinaal- 
getallen bestaat. 

Voor de oneindige ordinaalgetallen geldt echter niet hetzelfde 
als voor de oneindige cardinaalgetallen. Dit blijkt direct daaruit, 
dat voor een oneindig cardinaalgetal a de formule (146) van 
n°. 248 geldt, terwijl dit voor een oneindig ordinaalgetal niet het 
geval ís. Is nl. a een oneindig ordinaalgetal en 

Aa+1 = a, 
dan is, volgens de ongelijkheid (147) van n°. 255, a,+1 een grooter 
cardinaalgetal dan a, zoodat de indices a en a + 1 niet als gelijk 
te beschouwen zijn; wel is dit met aen 1 + a het geval }), waaruit 
men ziet, dat voor oneindige ordinaalgetallen de commutatieve 
eigenschap der optelling niet geldt. Overigens gaan we echter op 
de rekenregels voor ordinaalgetallen niet in. 


262. Ook in andere gevallen treden de in n°. 260 genoemde 
ordinaalgetallen als rangnummers op, zoodat ze niet noodzakelijk 


1) Voor a =w beteekent dit, dat, als men, op dezelfde wijze als 
waarop a, uit a is afgeleid, uit a, een cardinaalgetal afleidt, dit even- 
eens a, is, iets dat zonder moeite is in te zien. Daaruit volgt dan verder 
de uistheid voor de overige oneindige ordinaalgetallen. 
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rangnummers van cardinaalgetallen zijn. De ordinaalgetallen treden 
nl. steeds op bij zoogenaamde welgeordende hoeveelheden. 

Een hoeveelheid heet geordend als een wet gegeven is, waar- 
door voor ieder tweetal harer elementen uitgemaakt is welk het 
voorafgaande en welk het volgende is en wel zoodanig, dat 
daarvoor de transitieve eigenschap (volgt E‚ op E, en E, op Es, 
dan volgt E,‚ op E}) geldt. De hoeveelheid heet welgeordend als 
bovendien ieder deel der hoeveelheid (dus ook de hoeveelheid 
zelf) een eerste element bezit, d.w.z. een element, dat aan ieder 
ander element van dat deel voorafgaat. De in n°. 256—259 be- 
sproken cardinaalgetallen vormen, naar de grootte gerangschikt, 
zulk een welgeordende hoeveelheid. 

Men kan nu aan het eerste element van een welgeordende 
hoeveelheid A het rangnummer 1 toekennen, aan het eerste element 
van de hoeveelheid, die uit A ontstaat door het element met 
rangnummer 1 te verwijderen, het rangnummer 2, enz. De hoe- 
veelheid, die overblijft door alle elementen met eindige rangnum- 
mers te verwijderen, heeft weer een eerste element; hieraan wordt 
het rangnummer w toegekend, dat dus het kleinste oneindige 
ordinaalgetal ís. Het eerste element der hoeveelheid, die overblijft 
door ook het element met rangnummer w te verwijderen, krijgt 
het rangnummer @ + 1. Verwijdert men alle elementen met rang- 
nummers wt An (n eindig), dan is 2 het rangnummer van het 
eerste element der overblijvende hoeveelheid. Zoo doorgaande 
ziet men de in n°. 260 genoemde ordinaalgetallen verschijnen. 

Met deze korte aanduiding omtrent de beteekenis der ordinaal- 
getallen moeten we hier volstaan. 


263. Betrekkingen tusschen de cardinaalgetallen a. Uit de 
in n°. 247 gevonden formules kan men, in verband met de gelijk- 
heden (148) van n®. 256, enkele betrekkingen tusschen de cardi- 
naalgetallen a, a,, 4, .. «. afleiden. 

Zoo volgt: uit 2% = a,: 

2 
CE 
dus volgens de formule (143) van n®. 247 als men daarin n = 2 
stelt: 
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Men vindt zoo de formule: 
aj = 0. (150) 


264. Voor het volgende leiden we eerst deze hulpstelling af: 

Zijn a, b en c cardinaalgetallen en a > b, dan is: 

Ue OPEN Ce 0E, (151) 

Zijn nl. A, B en C hoeveelheden met resp. a, b en c als 
cardinaalgetal, terwijl B een deel van 4 is, dan is de hoeveel- 
heid BC een deel van AC, waaruit de eerste der betrekkingen 
(151) volgt. 

Neemt men van de hoeveelheid CA die elementen (beleggingen 
van A), waarbij aan de niet tot B behoorende elementen van A 
een bepaald aangewezen element van C is toegevoegd, dan krijgt 
men een deel van C4, dat met C# gelijkwaardig is. Hieruit volgt 
de tweede der betrekkingen (151). 


265. Is a een cardinaalgetal, dat aan 
Jhr 
voldoet, dan ís volgens de eigenschap van n®. 264: 
Me ij EE 
dus volgens (150): 
Ora 
waaruit volgt: 
Oats 
dus: 
ntt (152) 
waarin n een natuurlijk getal > l is. 
Verder volgt uit de eigenschap van n°. 264: 


—_ 


ek 


waaruit in verband met (150) volgt: 


266. Door volledige inductie toonen we aan: 
th (154) 


Deze formule is nl. juist voor n = 1 (als men a, als a inter- 
preteert), daar ze dan in (150) overgaat. 
Verder leidt men uit (154) in verband met de eigenschap van 
n°. 264 af: 
A= On 


110 


voor a < QAn—i, dus in het bijzonder: 


A= An (155) 
Nu is: 


2 
Ar Den (21) En gea 


n+l 


dus ín verband met (155): 


An a 
A1 —= 2 en Uses 

Hiermede ís de formule verkregen, die uit (154) ontstaat 

door n door n +1 te vervangen, waarmede het bewijs door 


volledige inductie geleverd is. 


267. We vestigen nog de aandacht op het volgende probleem, 
waarvan de oplossing nog niet gevonden is: 

Liggen tusschen de cardinaalgetallen a, a,, a5,..... van n°. 
256 nog andere cardinaalgetallen? 

In het bijzonder is het dus de vraag of er een cardínaalgetal 
a bestaat, waarvoor geldt: 

KEN 

Een andere onopgeloste vraag betreffende cardinaalgetallen is 
deze of voor een transfiniet cardinaalgetal a steeds 2a =a is. 
Het vermoeden ligt voor de hand, dat deze vraag bevestigend 
moet worden beantwoord. 


268. Hoeveelheid van alle deelen eener hoeveelheid. Zij 
D een deel van een hoeveelheid A. Aan een element van A 
voegen we het getal l of 2 toe al naar gelang het al of niet 
tot D behoort. Hierdoor wordt de hoeveelheid A belegd met de 
elementen der hoeveelheid, die uit de beide getallen 1 en 2 bestaat. 

Omgekeerd voert iedere zoodanige belegging tot een deel van 
A, behalve als aan ieder element van A het getal 2 ís toegevoegd. 
Men heeft dus: 

Is a het cardinaalgetal van een hoeveelheid, dan bedraagt het 
aantal deelen dier hoeveelheid 2° — 1 Y. 


1) Is b het cardinaalgetal eener hoeveelheid B, dan is onder b— ll te 
verstaan het cardinaalgetal der hoeveelheid, die uit B door weglating van 
één element ontstaat. Het is gemakkelijk aan te toonen, dat de keus van 
dit element op het cardinaalgetal der overblijvende hoeveelheid geen invloed 
heeft. Men heeft hier dus een geval, waarin de aftrekking ondubbelzinnig is. 
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Wegens de formule (146) van n°. 248 kan, als a transfiniet 
is, voor het aantal deelen der hoeveelheid ook 2° geschreven 
worden. 


269. Js A een hoeveelheid, die uit meer dan 1 element bestaat, 
dan heeft de hoeveelheid der deelen van A een grooter cardinaal- 
getal dan A zelf. 

Is het cardinaalgetal a van A transfiniet, dan volgt dit onmiddel- 
lijk uit het aan het eind van n°. 268 opgemerkte in verband met 
de eigenschap van n®. 254. 

Is a eindig, dan ís het cardinaalgetal van de hoeveelheid der 
deelen van A gelijk aan 2° — 1. Hiervoor geldt volgens de 
eigenschap van n®. 126 (daar a > 1 ondersteld wordt): 

en bell lj lee (1 ta) — 1 = 4. 


270. De eigenschap van n°. 269 kan ook aldus, zoowel voor 
eindige als oneindige hoeveelheden, worden aangetoond. Zij B 
de hoeveelheid der deelen van 4. De elementen van A zijn ook 
als deelen van A op te vatten (deelen met 1 element) en vormen 
dus een deel van B, dat met A gelijkwaardig is. Aangetoond 
moet dus nog worden, dat A niet met B gelijkwaardig is. 

Onderstel, dat A op B was afgebeeld. Met een element E van 
A correspondeert dan een deel D van 4; we noemen nu E een 
element van de eerste of van de tweede soort al naar gelang het 
wel of niet tot D behoort. 

Zij D het deel van A gevormd door de elementen van de 
tweede soort en E het met D correspondeerende element van 
A. Neemt men nu aan, dat E een element van de eerste soort 
is, dan behoort het (volgens de definitie van eerste soort) tot D 
en is dus (volgens de definitie van D) van de tweede soort. 
Neemt men aan, dat E van de tweede soort is, dan® behoort het 
niet tot D en is dus van de eerste soort. In beide gevallen komt 
men tot een ongerijmdheid, zoodat een afbeelding van A op 
niet mogelijk is. 


271. Aan het bewijs van n®. 270 moet nog toegevoegd worden 
het betoog, dat D bestaat, dus dat A elementen van de tweede 
soort bevat (altijd in de onderstelling, dat A op B is afgebeeld). 
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Daartoe merken we op, dat de elementen van A, als deelen van 
ÁÂ opgevat, met elementen van A correspondeeren. Correspondeert 
zoo het element £,, als deel van A opgevat, met het element 
E, en is E, van E‚ verschillend, dan is £z- een element van de 
tweede soort. Op deze wijze zou men alleen dan geen element 
van de tweede soort vinden als steeds E, en E, hetzelfde waren, 
dus als ieder element van A, als deel van A opgevat, met zich 
zelf correspondeerde. Dan zou echter voor een deel van A, dat 
twee elementen bevat, geen element meer overblijven om mede 
te correspondeeren; we maken er hier gebruik van, dat A een 
deel met twee elementen bezit (welk deel ook A zelf zijn kan), 
dus dat A minstens twee elementen bevat. 


272. We merken nog op, dat het bewijs van n°. 270 (afgezien 
van de gebezigde terminologie) slechts daarin van dat van n?. 254 
verschilt, dat de ín n°. 271 gegeven aanvulling noodig is dienende 
om het bestaan van elementen van de tweede soort aan te toonen. 
De noodzakelijkheid dier aanvulling komt daar vandaan, dat de 
belegging, waarbij aan ieder element van A het getal 2 wordt 
toegevoegd, tot geen deel van A voert (zie n°. 268). 

Wanneer we zeggen, dat in n°. 271 het bestaan van elementen 
van de tweede soort is aangetoond, is dit natuurlijk zoo op te 
vatten, dat dit geschied is uitgaande van de onderstelling, dat 
een afbeelding van A op de hoeveelheid B der deelen van A 
mogelijk ís. Doordat echter die afbeelding onmogelijk blijkt, ver- 
valt daarmede de geheele indeeling der elementen van A ín die 
van de eerste en die van de tweede soort. Aangetoond is dus, 
dat elementen van de tweede soort zouden bestaan als een 
afbeelding van A op B mogelijk was, waaruit dan juist (volgens 
de redeneerng van n°. 270) afgeleid wordt, dat zulk een afbeelding 
niet mogelijk is. 


273. Hoeveelheden, wier elementen getallenhoeveelheden 
zijn. Past men de eigenschappen van n°. 268 en 269 toe op een 
aftelbaar oneindige hoeveelheid, waarvan we het cardinaalgetal 
door a hebben voorgesteld, dan kan men voor die hoeveelheid 
zonder beperking de hoeveelheid der natuurlijke getallen nemen, 


113 


waarop ze is af te beelden. Men vindt dan (lettend op de 
opmerking aan het eind van n°. 268): 

Het aantal (eindige of oneindige) getallenhoeveelheden bedraagt 
2%. De hoeveelheid dier getallenhoeveelheden is niet aftelbaar. 


274. Het cardinaalgetal 2%, dat we in n®. 256 a, genoemd 
hebben, wordt (om een reden, waarop we hier niet ingaan) de 
machtigheid van het continuum genoemd en gewoonlijk door c 
voorgesteld. Voor de formules (150) en (152) van n®. 263 en 265 - 
kan men dus ook schrijven: 


Ot eli | (156) 


waarin n een natuurlijk getal > 1 is. 
De eigenschap van n°. 273 zegt dus, dat de hoeveelheid der 
getallenhoeveelheden de machtigheid van het continuum heeft. 


275. Het aantal eindige getallenhoeveelheden bedraagt a. 

Men kan dit ook zoo formuleeren: 

De hoeveelheid der eindige getallenhoeveelheden is aftelbaar 
oneindig. 

Dit blijkt onmiddellijk daaruit, dat de getallenhoeveelheden, 
wier getallen alle S zn zijn, de deelen der (uit 2 getallen bestaande) 
hoeveelheid 1, 2, 3, ....… n zijn en dus ten getale van 2 — 1 
aanwezig (zie de eigenschap van n°. 268). Het aantal getallen- 
hoeveelheden, die n tot grootste getal hebben, bedraagt dus Dan 
dit aantal is nl: 

ee 

De hoeveelheid A„ der getallenhoeveelheden, die 7 tot grootste 
getal hebben, is dus eindig. Daar iedere eindige getallenhoeveel- 
heid een grootste getal bezit (zie de eigenschap van n°. 33), 
verkrijgt men de hoeveelheid van alle eindige getallenhoeveelheden 
door de hoeveelheden 4,, As, As, .... (wier aantal aftelbaar 
oneindig is) tot één enkele hoeveelheid te vereenigen. Volgens 
het tweede deel der eigenschap van n®. 245 is die hoeveelheid 
dus aftelbaar oneindig. 


276. Men verkrijgt een afbeelding van de hoeveelheid der 
eindige getallenhoeveelheden op de hoeveelheid der natuurlijke 
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getallen door de eindige getallenhoeveelheden naar hun grootste 
getal te rangschikken, de getallenhoeveelheden, die hetzelfde 
grootste getal bezitten, naar het op een na het grootste getal 
(daarbij beginnend met de getallenhoeveelheid, waarbij dit op een 
na het grootste getal ontbreekt en die dus uit één enkel getal 
bestaat), enz. Deze rangschikking wordt door het volgende schema 
verduidelijkt: 


Gl grootste getal 1, 
(2), (AAE grootste getal 2, 
(3), (de) (250) (LR grootste getal 9, 
(4), (1, 4), (2, 4), (1, 2, 4), { grootste getal 4, 
(3, 4), (1, 8, 4), (2d LSR za) 

(5), úb, op DR) (E25), 

(35) (SD) (Demo fee SK Aak grootste 
(4, 5), (1, 4, 5), (OMAS Enne (LR ELLENS) getal 5. 


(3, 4,15 SADE AERDEN RON 
Men ziet hoe dit voort te zetten is. 

We laten het aan den lezer over aan te toonen, dat bij deze 
‚rangschikking het rangnummer van een eindige getallenhoeveelheid 
Dl Ja Da sk 9%! zt kn ik Delen 
OEDLODD OLLI ‚ Ar de tot die hoeveelheid 
behoorende getallen zijn; hierin is voor 21! het getal 1 te nemen 

AIS LMISN( ZIEN PLOEG A 


271. Uit de eigenschappen van n°. 273 en 275 volgt: 

De hoeveelheid der oneindige getallenhoeveelheden heeft de 
machtigheid c van het continum. 

Door nl. deze hoeveelheid met de in n°. 275 en 276 beschouwde 
hoeveelheid der eindige getallenhoeveelheden (waarvan het car- 
dinaalgetal a is) te vereenigen ontstaat de in n°. 273 en 274 
beschouwde hoeveelheid der getallenhoeveelheden (waarvan het 
cardinaalgetal c ís). Is a het cardinaalgetal van de hoeveelheid 
der oneindige getallenhoeveelheden, dan is dus: 

Dkr 

Hieruit wordt (daar a ten duidelijkste transfiniet is) in verband 

met de formule (144) van n°. 248 tot a = c besloten. 
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278. Hoeveelheden, die tot paradoxen voeren. Het in n°. 
253—255 verkregen resultaat, dat er geen grootste cardinaalgetal 
bestaat, doet zien, dat men hoeveelheden kan beschouwen, die 
tot onoverkomelijke paradoxen voeren. Daarvoor denken we ons 
de hoeveelheid van alle dingen. Een grooter cardinaalgetal dan 
van deze hoeveelheid ís natuurlijk niet mogelijk, daar toch iedere 
hoeveelheid een deel van de hoeveelheid van alle dingen ís. Toch 
zou met behulp van de ongelijkheid (147) van n®. 255 een grooter 
cardinaalgetal te vormen zijn. 


279. Een ander zeer frappant voorbeeld van een hoeveelheid, 
die tot een paradox voert, is door B. RusserL gegeven; het opmer- 
kelijke daarvan is, dat het geen bijzondere kennis van de theorie 
der hoeveelheden vereischt en dus voor ieder begrijpelijk is. 

Een hoeveelheid kan de eigenschap hebben zich zelf als element 
te bevatten. Zoo is b.v. de hoeveelheid van alle hoeveelheden 
(of dingen) zelf ook een hoeveelheid (of ding) en dus zelf een 
element dier hoeveelheid. De hoeveelheid van alle dingen, die 
niet leven, leeft zelf ook niet en behoort dus als element tot die 
hoeveelheid. 

Hoeveelheden, die de genoemde eigenaardigheid vertoonen, 

zullen we als koeveelheden van de tweede soort aanduiden om 
dan van een hoeveelheid van de eerste soort te spreken in het 
meer gewone geval, dat de hoeveelheid zich zelf niet als element 
bevat. Een voorbeeld van een hoeveelheid van de eerste soort 
krijgt men door vijf stoelen te beschouwen; geen dier stoelen is 
hetzelfde als het vijftal stoelen, zoodat de hoeveelheid zelf geen 
element der hoeveelheid is. Hetzelfde geldt blijkbaar voor iedere 
eindige hoeveelheid. 
“ We vormen nu de hoeveelheid A van alle hoeveelheden van 
de eerste soort, dus van alle hoeveelheden, die zich zelf niet als 
element bevatten, en vragen ons af of A een hoeveelheid van de 
eerste dan wel van de tweede soort is. 

Neemt men aan, dat A van de eerste soort is, dan behoort 4 
als element tot A (volgens de definitie van A) en is dus een 
hoeveelheid van de tweede soort (volgens de definitie van „tweede 
soort”). Neemt men aan, dat A een hoeveelheid van de tweede 
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soort is, dan behoort A niet tot 4 (volgens de definitie van A) 
en is dus van de eerste soort (volgens de definitie van „eerste 
soort”). Door aan te nemen, dat A van de eerste of tweede 
soort is, kan men dus aantoonen, dat A van de tweede resp. 
eerste soort is, zoodat men in ieder geval tot een ongerijmdheid 
geraakt. 


280. De in het voorgaande besproken paradox van RUSSELL 
is geheel te vergelijken met de bekende paradox van Epimenides, 
den steeds liegenden Cretenzer. Laatstgenoemde paradox formu- 
leeren we zoo, dat een man, die nog nooit waarheid gesproken 
heeft, zegt: „alles wat ík ooit gezegd heb, wat ik nu zeg mede- 
gerekend, is een leugen”. 

Neemt men aan, dat de man nu waarheid spreekt, dan liegt 
hij nu (volgens hetgeen hij nu zegt). Neemt men aan, dat de 
man nu liegt, dan heeft hij niet altijd gelogen (daar het anders 
waar zou zijn wat hij nu zegt) en spreekt dus nu waarheid, daar 
hij vroeger altijd gelogen heeft. Evenals bij de paradox van 
RusseLL voert dus iedere denkbare onderstelling tot het tegendeel 
daarvan. 


281. Discussie der uit hoeveelheden voortvloeiende para- 
doxen. De in n®. 278 en 279 besproken paradoxen vloeien voort 
uit de beschouwing der hoeveelheden, die daartoe aanleiding 
gegeven hebben. Dit voert er toe de aan die hoeveelheden ver- 
bonden begrippen als ontoelaatbaar te beschouwen. 

Dat men de hoeveelheid van alle dingen niet als een begrip, 
dat zin heeft, kan aanvaarden, blijkt uit den eisch, die men uit 
den aard der zaak aan het vormen van begrippen stellen moet, 
dat deze een vaste en onveranderlijke beteekenis dienen te heb- 
ben en dat de begrippen, waarover men spreekt, niet onder het 
spreken mogen veranderen. Wanneer men echter alle dingen 
tot een hoeveelheid vereenigd denkt, wordt daarmede een nieuw 
ding, het begrip dier hoeveelheid, geschapen, waardoor het begrip 
„alle dingen” een wijziging ondergaat. Door de vorming van 
het eene begrip (dat der hoeveelheid van alle dingen) wijzigt zich 
dus een ander begrip (dat van alle dingen), dat juist bij de 
definitie van eerstgenoemd begrip gebruikt wordt; het is dus niet 
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te verwonderen, dat men, door met zulk een zich wijzigend begrip 
te werken, tot paradoxen kan geraken. De eenige manier om 
zoodanige paradoxen te ontgaan, is het begrip, dat er aanleiding 
toe gegeven heeft, niet als bestaande, of ín elk geval niet als 
toelaatbaar, te erkennen. 


282. Men drukt den in n°. 281 gestelden eisch zoo uit, dat 
de gegeven definities praedicatief moeten zijn, d. w. z. niets mogen 
bevatten, waardoor de bij de definitie voorkomende begrippen na 
het geven der definities anders kunnen worden dan daarvoor. 
Intusschen is bezwaarlijk algemeen aan te geven hoe geconsta- 
teerd kan worden, dat hieraan voldaan is (vergelijk n°. 286). 

Wanneer men een hoeveelheid praedicatief definiëert moeten 
eerst de dingen, die als elementen der hoeveelheid in aan- 
merking kunnen komen, gedefiniëerd worden (natuurlijk even- 
eens praedicatief), terwijl pas daarna gedefiniëerd kan worden 
welke dier dingen als elementen der hoeveelheid zullen worden 
beschouwd. Bij een niet-praedicatieve definitie van een hoeveel- 
heid daarentegen worden door het vormen der hoeveelheid tevens 
nieuwe dingen gevormd, die mogelijk als element der hoeveel- 
heid kunnen optreden. Zoo wordt, bij het in beschouwing nemen 
van de hoeveelheid van alle dingen, met dezelfde woorden die 
hoeveelheid en een element dier hoeveelheid (nl. de hoeveelheid 
zelf) gedefiniëerd, terwijl het definiëeren van een element afge- 
loopen behoort te zijn als het definiëeren der hoeveelheid begint. 
Ook bij het vormen van de in n°. 279 besproken hoeveelheid A 
wordt daardoor tevens iets gevormd (nl. die hoeveelheid), waar- 
van nog uitgemaakt moet worden of het als element tot die 
hoeveelheid behoort. 


283. Het is duidelijk, dat een praedicatief gedefiniëerde hoe- 
veelheid nooit zich zelf als element kan bevatten, daar de te 
definiëeren hoeveelheid gedurende het geven der definitie als 
object nog niet in aanmerking komt. De in n°. 279 gemaakte 
onderscheiding der hoeveelheden in twee soorten heeft dan dus 
geen zin, daar hoeveelheden van de tweede soort niet voorkomen. 


284. Het in den aanvang van n°. 283 opgemerkte wil echter 
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nog niet zeggen, dat de definitie van een hoeveelheid praedicatief 
is als die hoeveelheid maar zich zelf niet als element bevat; 
bovendien is nl. noodig, dat het vormen der hoeveelheid op 
geen enkele wijze tot nieuwe elementen der hoeveelheid kan 
voeren. Vormt men b.v. het begrip van de hoeveelheid van alle 
cardinaalgetallen, dan is dit een niet-praedicatieve definitie; die 
hoeveelheid is wel is waar zelf geen cardinaalgetal (dus geen 
element van zich zelf), maar bezit een cardinaalgetal, dat eerst 
door het vormen der hoeveelheid gedefiniëerd wordt en daar- 
mede tevens als tot die hoeveelheid behoorend verklaard. Zonder 
een bepaalde paradox voor zich te hebben kan men dus reeds 
van te voren verwachten, dat de hoeveelheid van alle cardinaal- 
getallen tot paradoxen zal voeren, hetgeen dan ook inderdaad 
het geval is. 


285. Een niet-praedicatief gedefiniëerde hoeveelheid kan steeds 
door een wijziging tot een praedicatief gedefiniëerde gemaakt 
worden, door nl. uitdrukkelijk uit te sluiten, dat die hoeveelheid 
zelf een element der hoeveelheid is of op welke andere manier 
ook tot elementen der hoeveelheid aanleiding geeft. Daardoor 
verdwijnen tevens de beschouwde paradoxen. 

Bij de hoeveelheid van alle dingen moet dan die hoeveelheid 
zelf buiten beschouwing blijven. Wel kan men dan een nieuwe 
hoeveelheid vormen door aan de eerst gevormde hoeveelheid die 
hoeveelheid zelf als element toe te voegen, maar dan blijft de 
nieuw gevormde hoeveelheid buiten beschouwing. Door deze 
laatste als element toe te voegen kan men weer een andere hoe- 
veelheid vormen, enz. Op deze wijze vervalt alle aanleiding tot 
de paradox van n°. 278. 

Hetzelfde geldt ten aanzien van de paradox van Russerr. Door 
bij de in n°. 279 besproken hoeveelheid A die hoeveelheid als 
element buiten beschouwing te laten, wordt A, evenals iedere 
andere hoeveelheid, een hoeveelheid van de eerste soort. 


286. De paradoxen, die uit de beschouwing van sommige 
hoeveelheden zijn voortgevloeid, hebben geleerd met het invoeren 
van hoeveelheden en het daarop voortbouwen uiterst voorzichtig 
te moeten zijn en de vraag doen rijzen hoe ver men met de 
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vorming van het begrip eener hoeveelheid kan gaan zonder den 
vasten grond onder de voeten te verliezen. In elk geval moet 
natuurlijk de hoeveelheid praedicatief gedefiniëerd zijn; de vraag 
blijft dan echter hoe men dat aan de gegeven definitie constateert 
en in welke gevallen het praedicatief zijn der gegeven definitie 
verzekerd is. 

Hieromtrent bestaat geen eenstemmigheid. Men kan van meening 
zijn, dat wanneer een aandachtige beschouwing der definitie daarin 
geen niet-praedicatieve bestanddeelen doet ontdekken men ver- 
zekerd kan zijn, dat men, met de gedefiniëerde hoeveelheid 
werkend, nooit tot een tegenstrijdigheid zal geraken. Men kan 
echter ook de meening zijn toegedaan, dat de begripsvormingen, 
waartoe de beschouwde hoeveelheid aanleiding geeft, niet zijn te 
overzien en men dus van het praedicatief zijn der gegeven definitie 
slechts verzekerd kan zijn als men de hoeveelheid volledig uit 
haar elementen heeft opgebouwd. Een uiterste standpunt in deze 
richting zou zijn, dat men slechts gerechtigd is eindige hoeveel- 
heden in de beschouwing te betrekken. 


287. Discussie van de paradox van den Cretenzer. Ter 
verduidelijking willen we de uit hoeveelheden voortvloeiende 
paradoxen nog eens vergelijken met de ín n°. 280 besproken 
paradox van den liegenden Cretenzer, waarbij het niet-praedica- 
tieve karakter al zeer sterk uitkomt. De paradox ontstaat daar 
nl. doordat de man een waarheidsoordeel uitspreekt, dat mede 
slaat op het oordeel zelf, dat hij bezig is uit te spreken, dus een 
oordeel over dat oordeel zelf. Bestaat nu een oordeel A daarin, 
dat gezegd wordt: „het oordeel B is onwaar”, dan is het oor- 
deel A waar of onwaar al naar gelang B onwaar of waar is. Is 
echter B het oordeel A zelf, dan zou dus het oordeel A waar of 
onwaar zijn al naar gelang het onwaar of waar is. 

Een waarheidsoordeel over dat oordeel zelf kan dus niet worden 
uitgesproken of liever zulk een waarheidsoordeel kan niet op zijn 
waarheid onderzocht worden (en is dus eigenlijk geen oordeel). Om 
nl. te kunnen beoordeelen of het waarheidsoordeel waar is, zou 
men moeten weten of de oordeelen, waarop het slaat, dus in het 
geval van den liegenden Cretenzer het waarheidsoordeel zelf, waar is. 
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Bij de beschouwde paradox brengt dus de appreciatie (als 
waar of onwaar) van het uitgesproken waarheidsoordeel verande- 
ring in het subject, waarop dat oordeel betrekking heeft. Men 
heeft dus niet met een oordeel over een onveranderlijk iets te 
maken; dat „iets” verandert juist in die qualiteiten, waarover het 
oordeel zich uitspreekt. Geen wonder dat men zoo tot een 
paradox geraakt. 

In een geval als dit, waarbij het subject van het oordeel niet 
praedicatief gedefiniëerd is, zullen we van een niet-praedicatief 
oordeel spreken. Men heeft dan te doen met iets, dat feitelijk 
geen oordeel ís (zooals boven reeds werd opgemerkt), maar alleen 
met een gezegde, dat den uiterlijken vorm van een oordeel heeft. 
Bij een uitspraak van den vorm „A is B” spreekt men nl. eerst 
dan van een oordeel indien zoowel A als B praedicatief gedefi- 
niëerd is. Gemakshalve gebruiken we echter in het volgende het 
woord „oordeel” ook als het om een niet-praedicatief oordeel 
handelt en stellen daar praedicatieve oordeelen *) tegenover. 


288. De oorzaak van het paradoxale in het verhaal van den 
Cretenzer zou men daarin kunnen zoeken, dat het subject, waar- 
over een oordeel uitgesproken wordt, nl. alles wat de man tot 
op het oogenblik gezegd heeft, zich wijzigt onder het uitspreken 
van het oordeel („alles wat ik ooit gezegd heb enz”) doordat 
zich dat oordeel aan het door hem gesprokene toevoegt. 

Hiermede is echter de oorzaak van de paradox niet geheel 
juist weergegeven, daar de paradox blijft bestaan als men den 
man laat zeggen: „alles wat ik ooit gezegd heb en zeggen zal 
is een leugen” en hij sterft zonder verder ooit waarheid gespro- 
ken te hebben; toch is dan het subject van het oordeel (alles _ 
wat de man gezegd heeft en zeggen zal) onveranderlijk als men 
voor een oogenblik als subject alleen het complex der gesproken 
of nog te spreken woorden beschouwt en niet op de daaraan te 
hechten beteekenis, dus op de daaraan verbonden begrippen, let. 

Let men daarop echter wel, zooals hier behoort te geschieden, 
dan is de onveranderlijkheid van het subject verdwenen. Was dit 


1) Het woord „praedicatief oordeel” wordt hier in andere beteekenis 
gebruikt dan waarin het in de formeele of theoretische logica voorkomt. 
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nl. onveranderlijk, dan zou het oordeel („alles wat ik ooit gezegd 
heb enz.”) praedicatief, dus òf waar òf onwaar zijn. Daar echter 
de waarheidsqualiteit van dit oordeel tevens deel uitmaakt van 
het subject van het oordeel, zou dit subject van de waarheids- 
qualiteit van het daarover uitgesproken oordeel afhangen. Het 
subject staat dus niet onveranderlijk vast alvorens het oordeel 
daarover wordt uitgesproken. Dit oordeel is bijgevolg niet 
praedicatief. 


289. De paradox van den Cretenzer vertoont groote overeen- 
stemming met de uit hoeveelheden voortvloeiende paradoxen, in 
het bijzonder met die van Russerr (vergelijk het aan het eind 
van n®. 280 opgemerkte). Alleen is er dit verschil, dat het bij 
de paradoxen betreffende hoeveelheden gaat om de vorming van 
begrippen (de elementen der hoeveelheden), bij de paradox van 
den Cretenzer om waarheidsoordeelen. Een vermeerdering van 
de beschouwde elementen door het vormen van een hoeveelheid 
is dus voor de paradoxen uit de hoeveelhedentheorie wat voor 
de paradox van den Cretenzer een verandering in waarheids- 
qualiteit is van het subject, waarover het oordeel wordt uitge- 
sproken (gesteld voor een oogenblik, dat men bij een zoodanig 
niet-praedicatief oordeel nog van waar of onwaar kan spreken), 
dus een verandering van het subject van het oordeel. 


290. Evenals een praedicatief gedefiniëerde hoeveelheid zich 
zelf niet als element bevat (zie n°. 283), zal een praedicatief 
oordeel niet op dat oordeel zelf terugslaan. Met de omstandig- 
heid, dat een praedicatief gedefiniëerde hoeveelheid op geenerlei 
wijze tot dingen voert, die als elementen der hoeveelheid in 
aanmerking komen, komt overeen, dat een praedicatief oordeel 
ook niet indirect, dus langs een omweg, op zich zelf betrekking 
heeft. 

Als voorbeeld van zulk een indirect op zich zelf betrekking 
hebben denken we ons het geval, dat de Cretenzer zegt: „alles 
wat ik gisteren gezegd heb is een leugen”. Op het eerste gezicht 
lijkt het, dat dit gezegde, dat we door l aanduiden, per se praedica- 
tief is. Dit is echter niet het geval als diezelfde Cretenzer gisteren 
gezegd heeft: „alles wat ik morgen zeggen zal is waar” (welk 
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gezegde we I[ noemen) en overigens gisteren uitsluitend onwaar- 
heid en heden uitsluitend waarheid gesproken heeft. 

Neemt men nl. aan, dat het gezegde 1 waar is, dan ís het 
gezegde II, wegens den inhoud van [, onwaar en, wegens den 
inhoud van Il, waar (daar hij, als IT waar is, heden uitsluitend 
waarheid gesproken heeft) Neemt men echter aan, dat het 
gezegde 1 onwaar is, dan is het gezegde II, wegens den inhoud 
van Ì, waar (daar hij anders gisteren enkel onwaarheid gesproken 
zou hebben en dus het gezegde [ waar zou zijn) en, wegens den 
inhoud van Il, onwaar. In ieder geval komt men dus tot een 
ongerijmdheid *). 

De eigenlijke oorzaak der genoemde paradox is daarin te 
zoeken, dat men het gezegde I níet kan beschouwen en ontleden 
zonder dat daarbij van zelf het gezegde Il in de beschouwing 
wordt betrokken en omgekeerd, zoodat men het onderzoek dier 
oordeelen niet beginnen kan. Bij het beoordeelen dier oordeelen 
wordt men als het ware van het kastje naar den muur gestuurd 
zonder ergens houvast te krijgen. Alle besproken paradoxen 
bezitten een zoodanig karakter. 


1!) Had de man gisteren gezegd: „alles wat ik morgen zeggen zal 
is een leugen” (gezegde II), dan komt men tot geen tegenstrijdigheid 
door aan te nemen, dat 1 waar en Il onwaar is, terwijl men evenmin 
een tegenstrijdigheid verkrijgt door juist het omgekeerde aan te nemen. 
In deze onbepaaldheid komt nu het niet-praedicatieve karakter der uitge- 
sproken oordeelen tot uiting. 


HOOFDSTUK II. 


HET GETAL NUL. 


S 1. De rekenregels met het getal nul. 


291. Nulhoeveelheid. Wanneer in het voorgaande van hoe- 
veelheden sprake was werd steeds ondersteld, dat de hoeveelheid 
minstens één element bevat (zie de noot van blz. 4). Voor ver- 
schillende beschouwingen is het echter voordeelig ook het geval 
toe te laten, dat de hoeveelheid geen enkel element bevat. 

Het is duidelijk, dat er slechts één zulk een hoeveelheid moet 
geacht worden te zijn. Deze hoeveelheid, die een deel van iedere 
andere hoeveelheid is, noemen we de nu/hoeveelheid. 

Ook aan de nulhoeveelheid wordt een aantal (aantal elementen) 
toegekend, dat nul genoemd en door het teeken O wordt aan- 
geduid. Men noemt nu ook O een getal, waardoor het begrip 
„getal” een verruiming ondergaat. Aan de natuurlijke getallen 
wordt nl. het getal nul (dat geen natuurlijk getal ís) toegevoegd. 
De zoo verkregen getallen zullen we aantallen noemen. 


292. Is H een hoeveelheid t) en D een deel van H, dan 
maakt de invoering der nulhoeveelheid, dat men altijd kan spreken 
van de hoeveelheid H — D, die gevormd wordt door de elemen- 
ten van H, die niet tot D behooren. Is nl. D de hoeveelheid 
H zelf, dan is H — D de nulhoeveelheid. 

De betrekking tusschen de deelen D en H — D is wederkeerig, 


1) Hoewel verschillende der volgende beschouwingen ook voor 
oneindige hoeveelheden doorgaan, denken we nu weer steeds in het 
bijzonder aan eindige hoeveelheden. 
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d. w. z. beide deelen spelen daarbij dezelfde rol. Dit wordt door 
de formule 

H — (H —D) =D (157) 
tot uitdrukking gebracht. De deelen D en H — D worden 
complementaire deelen van H genoemd. 


293. De hoeveelheid H zelf en de nulhoeveelheid zijn comple- 
mentaire deelen van H. Spreekt men van een echt deel D van 
H, dan wordt daarmede niet alleen uitgesloten, dat D de hoe- 
veelheid H zelf is (zie n°. 15), maar pok dat D de nulhoeveel- 
heid is. Hieruit volgt dan, dat het bij een echt deel van H 
behoorende complementaire deel eveneens een echt deel van H is. 

We wijzen nog op de analogie, die bestaat tusschen de deelen 
van een hoeveelheid en de deelers van een getal, waarbij men 
eveneens van complementaire deelers en echte deelers spreekt 
(zie n°. 138 en 139); met de deelers 1 en a van een natuurlijk 
getal a komen als deelen der hoeveelheid H overeen de nul- 
hoeveelheid en H zelf; evenals 1 een deeler van ieder natuurlijk 
getal is, is de nulhoeveelheid een deel van iedere hoeveelheid. 


294. Door invoering van de nulhoeveelheid wordt aan de 
hoeveelheid van alle deelen eener hoeveelheid H nog een element 
toegevoegd, nl. de nulhoeveelheid. 

Voegt men aan ieder der elementen van een deel D van H 
het getal 1 en aan de overige elementen ván H het getal 2 toe, 
dan wordt door invoering der nulhoeveelheid bereikt, dat niet 
alleen ieder deel van H tot een belegging van H (zie n°. 131) 
met de elementen der getallenhoeveelheid 1, 2’ voert, maar ook 
omgekeerd iedere zoodanige belegging een deel van H aanwijst 
(vergelijk n°. 268). 

In verband met het in n°. 131 gevondene blijkt dus: 

Het aantal deelen eener uit a elementen bestaande hoeveelheid, 
de nulhoeveelheid als deel medegerekend, bedraagt 2. 

We merken nog op, dat invoering van de nulhoeveelheid 
maakt, dat de eigenschap van n°. 269 ook nog geldt als de 
beschouwde hoeveelheid slechts één element bevat. Zelfs geldt 
die eigenschap dan nog als de hoeveelheid de nulhoeveelheid 
15 (ZERE 245). 
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295. Optellen met het getal nul. De in n°. 43 van optel- 
ling gegeven definitie blijft onveranderd van toepassing als een 
der beide daar genoemde hoeveelheden H, en H, de nulhoe- 
veelheid ís of als dit met H, en H, beide het geval ís. Daar nu 
een hoeveelheid door samenvoeging met de nulhoeveelheid niet 
verandert, heeft men: 

AEN ett AR (158) 
hetgeen ook nog geldt als a = 0 is. 

Wanneer men het getal nul zuiver formeel invoert, dus alleen 
als een symbool, waarmede men op een voorgeschreven wijze 
rekent, zonder in nul een aantal elementen eener hoeveelheid te 
zien, is (158) als een definitie op te vatten. 


296. Uit de beide eerste leden van (158) ziet men, dat de 
commutatieve eigenschap der optelling (zie n°. 48) geldig gebleven 
is als men aan de natuurlijke getallen het getal nul toevoegt. 

Hetzelfde geldt voor de associatieve eigenschap. Dit blijkt 
onmiddellijk daaruit, dat de beschouwingen van n°. 41, die tot 
de associatieve eigenschap der optelling gevoerd hebben, onver- 
anderd blijven doorgaan als een (of meer) der beschouwde hoe- 
veelheden de nulhoeveelheid ís. 

Ook kan men de geldigheid der formule (10) van n°. 48 gemak- 
kelijk met behulp van (158) controleeren *). Zoo heeft men b.v: 
(Bane) et indie dert 0}, 

Het is duidelijk, dat ook de afgeleide eigenschappen der optelling 
(zie n°. 50—56) blijven doorgaan. 


297. Uit de gelijkheden (158) leest men nog een grondeigen- 
schap af, die de moduluseigenschap der optelling genoemd wordt. 
Deze drukt uit, dat een som van twee termen, waarvan er een 
nul is, gelijk is aan den anderen term. 

Ook zegt men, dat het getal 0 de modulus der optelling is, 
hetgeen beteekent, dat verbinding door optelling van een getal ®) 
met 0 dat getal onveranderd laat. 


1) Dit is het bewijs der associatieve eigenschap als men het getal 
O op de aan het eind van n°. 295 bedoelde wijze formeel invoert. 
2) Met „getal” is hier en in het volgende steeds bedoeld een der tot 
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We vestigen de aandacht op de overeenstemming met de in 
n°. 91 en 92 besproken moduluseigenschap der vermenigvuldiging. 
Het getal 0 speelt dan ook ten aanzien van de optelling dezelfde 
rol als het getal 1 ten aanzien van de vermenigvuldiging, zooals 
nog herhaaldelijk zal uitkomen. 


298. Grooter en kleiner in verband met het getal nul. 
Daar iedere hoeveelheid een deel met nul elementen bevat (nl. 
de nulhoeveelheid) is het getal 0 als kleiner dan. ieder natuurlijk 
getal te beschouwen *). Dit is met de in n°. 2 gegeven definitie 
van grooter en kleiner ín overeenstemming als men de rij (1) 
van nê. 1 met 0 laat beginnen. 

Wanneer men het getal O0 op de aan het eind van n®. 295 
besproken formeele wijze invoert is „0 < n voor ieder natuurlijk 
getal n° als een definitie op te vatten. 

Uit het voorgaande blijkt onmiddellijk, dat de transitieve eigen- 
schap van n°. 5 na invoering van het getal 0 geldig gebleven is. 


299. De eigenschap van n°. 70, dus de ongelijkheid (25), blijft 
geldig, mits daarin b een natuurlijk getal, dus niet 0 is. 
De ongelijkheid (25) geldt nl. ook voor a =0 en b > 0, daar 
men dan heeft: 
Olds hm ded ia Oei 
Dit met de gelijkheid (158) van n°. 295 samenvattend vindt men: 
rde (159) 


300. Uit het in n°. 299 gevondene leiden we verder af: 
De grondeigenschap van n°. 49 is na invoering van het getal 
0 geldig gebleven. 


® 


op het gegeven oogenblik ingevoerde getallen (afgezien van de transfi- 
niete cardinaalgetallen, tenzij het tegendeel gezegd wordt). Thans is dus 
onder een getal een natuurlijk getal of 0, dus een aantal te verstaan. 

1) Men wil nl, dat de eigenschap van n°. 25 in de volgende for- 
muleering blijft doorgaan: 

Is H een hoeveelheid met n elementen, dan bevat de hoeveelheid H’ 
dan en alleen dan een aantal elementen, dat < n is, als H' op een 
deel van H, maar niet op H zelf is af te beelden. 

Deze wijziging staat daarmede in verband, dat de nulhoeveelheid geen 
echt, deel vän: sis. (zie. n°» 293). 
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Is nl. a > b en c= 0, dan is: 
Gede ertn O tt bj C, 
terwijl men voor a > b=0 in verband met (25) heeft: 
ORO Orte (0 ehid, 
In de eigenschap van n°. 49 ligt die van n°. 299 als bijzonder 


geval opgesloten. Uit a > 0 volgt nl. in verband met de eigen- 
__ schap van n°. 49 en de gelijkheden (158): 


atb>0+b=b. 


301. Aftrekking na invoering van het getal nul. Uit het 
in n®, 300 gevondene ís af te leiden, dat de aftrekking, ook na 
invoering van het getal 0, ondubbelzinnig is, zoo ze mogelijk is. 
Doordat de eigenschap van n®. 49 blijft doorgaan, geldt nl. het- 
zelfde voor het in n°, 69 gegeven betoog, dat uitsluitend op die 
eigenschap berust. 

Men kan dus nog steeds uit x + b = y + b tot x = y besluiten. 


302. Aan het geval a > b, waarin de aftrekking a — b mo- 
gelijk is, wordt nu echter nog het geval a = b toegevoegd. Uit 
de gelijkheden (158) van n°. 295 volgt nl: 

a—a=0. (160) 

Verder volgt uit (158) nog: 

a— 0 =a, 
zoodat ook voor b=0 (dus ín ieder geval, waarbij a > b ís) 
de aftrekking a — b mogelijk is. 

Voor b > a blijft echter de aftrekking a — b onmogelijk, daar 
men dan volgens (159) voor iedere waarde van x heeft: 

Ere RE EM EAT 

We vinden dus: 

De aftrekking a — b is, na invoering van het getal 0, dan en 
alleen dan mogelijk als a = b is. 


303. Opgemerkt zij nog, dat de in n°. 75—88 gevonden eigen- 
schappen der aftrekking, blijkens de daarvan gegeven afleiding, 
onveranderd geldig blijven. Immers de bij die afleiding gebruikte 
eigenschappen zijn alle geldig gebleven. 

Alleen is er dit verschil, dat de voorwaarden, die vervuld moeten. 


_ 
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zijn om de in de eigenschappen voorkomende aftrekkingen mogelijk 
te maken, iets ruimer genomen kunnen worden. 


304. Vermenigvuldiging met het getal nul. Past men de 
in n°, 89 van het product ab gegeven definitie toe op het geval, 
dat b = 0 is, dan vindt men, ín verband met de moduluseigen- 
schap der optelling (zie n°. 297): 


a0= 005. BaRr0latermenjss0 


Daar men aan de commutatieve eigenschap der vermenigvul- 
diging wil vasthouden, stelt men bij definitie O.a = 0, zoodat 
men heeft (ook voor a = 0): 


Ofra 00. (161) 
In woorden luidt dit: 
Een product is nul als een der factoren nul is. 


Dit geldt natuurlijk ook voor meer dan twee factoren, evenals 
de eigenschap, dat een product slechts dan nul is als een der 


factoren van het product nul is. 


305. Tot de gelijkheden (161) wordt men ook door de definitie 
van n®. 90 gevoerd. Neemt men nl. geen enkele hoeveelheid 
met a elementen of a hoeveelheden, waarvan ieder geen enkel 
element bevat *), dan krijgt men in beide gevallen de nulhoeveel- 
heid, dus een hoeveelheid met nul elementen. 

Tot hetzelfde resultaat voert de ín n®. 112 van ab gegeven 
definitie. Is nl. de daar genoemde hoeveelheid H de nulhoe- 
veelheid, dan kan men geen enkel elementenpaar vormen en ís 
dus ook H.H’ de nulhoeveelheid. 

Bij de formeele invoering van het getal 0 is (161) natuurlijk 
weer een definitie. 


306. Dat de commutatieve eigenschap der vermenigvuldiging 
geldig gebleven is, blijkt onmiddellijk uit (161). Dat ook de 
associatieve eigenschap blijft gelden, blijkt onmiddellijk daaruit, 


1) Hoewel die a hoeveelheden alle dezelfde zijn, nl. de nulhoeveei- 
heid, voldoen ze toch aan den eisch geen gemeenschappelijke elementen 
te bezitten, daar ze in het geheel geen elementen bezitten. 


je, 


dat zoowel a(bc) als (ab)e nul is als minstens één der getallen 
a, b, c nul ís (zie de eigenschap van n°. 304). 
Dat de distributieve eigenschap geldig gebleven is, blijkt aldus: 


(Enea OTO erhet O sd t 0 ee 0; 
EON == aeta Ox e, 


Ook zou men zich voor de associatieve en distributieve eigen- 
schap op de beschouwingen van n®. 111—116 kunnen blijven 
beroepen. 

De moduluseigenschap der vermenigvuldiging (zie n°. 91 en 
92) is eveneens geldig gebleven blijkens 


1.00. 


307. De eigenschap van n®. 105 geldt na invoering van het 
getal O alleen als c > 0 is. Ze wordt dan: 

PSN ER OSZ ES "CA CD, 

De geldigheid hiervan voor b = 0 blijkt nl. onmiddellijk uit: 


Che 0: G0=h. 


Den vorm, dien de eigenschap nu verkregen heeft, blijft ze bij 
verdere uitbreidingen van het getalbegrip behouden; ze speelt 
daarbij de rol van grondeigenschap. 

Het is verder duidelijk, dat ook weer de afgeleide eigenschappen 
en de eigenschappen van de vermenigvuldiging ten opzichte van 
de aftrekking geldig blijven. 


308. Deeling in verband met het getal nul. De eigenschap 
van n°. 304 doet zien, dat aan de vergelijking (89) van n°. 132 
niet kan worden voldaan als b=0 en a> 0 is. 

ls echter b=0 en tevens a =0, dan is aan (89) door ieder 
getal x voldaan, zoodat de deeling dan geheel onbepaald ís. 

Het blijkt dus, dat deeling met deeler nul (deeling door nul) 
òf onmogelijk òf onbepaald is. Daarom wordt deelen door nul 
niet toegelaten, dus de deeler altijd van nul verschillend onder- 
steld. 


309. Is 5 > 0, dan volgt op geheel dezelfde wijze als in n°. 
133, dat de deeling, zoo ze mogelijk is, ondubbelzinnig is; men 
heeft zich daarbij op de eigenschap van n°. 307 te beroepen. 
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Is b> 0 en a = 0, dan is volgens (161) aan de vergelijking 
(89) van n°. 132 voldaan door x=0. Hieruit blijkt, dat een 
quotiënt nul is, als het deeltal nul is, waarbij de deeler als 
steeds van nul verschillend ondersteld is. 

De omstandigheid, dat als a = 0 is aan (89) kan worden vol- 
daan, onverschillig wat b is, kan zoo worden uitgedrukt, dat 
ieder getal een deeler van nul en nul een veelvoud van ieder 
getal is (zie n°. 138). Hieruit ziet men, dat de eigenschap van 
n°. 157 ook voor a = b doorgaat. 

In het bijzonder is het getal 0 ook door 2 deelbaar, zoodat 
nul een even getal is (zie n°. 138). 


310. Som van nul termen of product van nul factoren. 
We beschouwen de rij getallen 


(Orde nee (162) 


vst ende jk nn 
Voor n= 1 heeft men dan (zie de opmerking aan het eind 
van n°, 52): 


en stellen 


Orte (163) 
Verder is: 
Apr = lepe mn VAE (164) 
We willen deze formule ook voor n = 1 volhouden. Men vindt 
dan, in verband met de formule (160) van n®. 302: 
Ore rin nd 
Men heeft dus: 
Een som van nul termen is gelijk aan nul. 


311. We beschouwen weer de rij getallen (162) en stellen 


BO Dire 
Analoog met (163) en (164) heeft men: 
ind == dj, 
je en oe 


131 


Houdt men de laatste betrekking ook voor n= l vol, dan 
vindt men: 


M. a. w.: 
Een product van nul factoren is gelijk aan 1. 


812. De eigenschappen van n°. 310 en 311 staan in onmid- 
dellijk verband met de moduluseigenschappen van optelling en 
vermenigvuldiging (zie resp. n°. 297 en 92), die ook in den vorm 

a—a=0, —=l 
a 
geschreven kunnen worden. De eigenschappen van n®. 310 en 
811 kunnen dan ook aldus worden samengevat: 

Een som van nul termen of een product van nul factoren is 

gelijk aan den modulus der optelling resp. vermenigvuldiging. 


313. Het product der natuurlijke getallen, die S n zijn, wordt 
door nl! (lees: n faculteit) voorgesteld, dus: 


ME Eed, (165) 
Hieruit volgt. 


nl =(n— 1)! n, 


dus: 
ene: (166) 
n 
Wil men dit voor n = 0 volhouden, dan vindt men: 
teek (167) 


Dit is in overeenstemming met de eigenschap van n°. 311, 
daar het aantal factoren uit het tweede lid van (165) n bedraagt, 
dus nul voor n = 0. 


314. Machtsverheffing met grondtal nul. Uit de eigenschap 
van n®. 304 volgt: 

O0 (168) 
of in woorden: 

Een macht is nul als het grondtal nul is. 

Daar de eigenschappen der machtsverheffing uit die der ver- 
menigvuldiging voortvloeien, blijven deze gelden als men een of 
meer grondtallen nul toelaat. 

Tot de formule (168) wordt men ook gevoerd door de ín n°. 
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131 van machtsverheffing gegeven definitie. Een belegging van 
een hoeveelheid met de elementen der nulhoeveelheid ís nl. niet 
mogelijk, of anders gezegd het aantal mogelijke beleggingen ís nul. 


315. Machtsverhefting met exponent nul. Om aan a°, waarin 
a> 0 is, een beteekenis te hechten gaan we uit van de formule: 
ar! br a 

a 
(zie de formule (109) van n°. 161). Wil men dit voor n = 0 vol- 
houden, dan stelt men bij definitie: | 
rdt (169) 
Ook had men zich hiervoor zonder meer op de eigenschap 
van nê. 311 kunnen beroepen, daar we eigenlijk niets anders 
gedaan hebben dan de redeneering van n°. 311 voor een bijzonder 
geval te herhalen. 
De in (169) voorkomende exponent nul wordt wel een oneigen- 
lijke exponent en a® een oneigenlijke macht genoemd. 


316. Men overtuigt zich gemakkelijk, dat met de door (169) 
aangegeven afspraak de ín n°. 119—123 genoemde eigenschappen 
der machtsverheffing alle geldig blijven. Hetzelfde geldt voor de 
formule (109) van n°. 161 (die feitelijk de aanleiding tot de 
definitie (169) geweest is). Deze formule heeft nu een ruimere 
geldigheid gekregen, daar ze ook voor b = c doorgaat. Tevens 
wordt zoo bereikt, dat als het eerste lid van (109) beteekenis 
heeft hetzelfde voor het tweede lid geldt en omgekeerd. 

De eigenschap van n°. 124 gaat echter niet meer door als de 
daarin voorkomende exponent nul ís }). 


317. De formules (168) en (169) van n°. 314 en 315 kunnen 
niet beide bij definitie als geldig beschouwd worden voor a = 0, 
daar de eerste tot 0° = 0, de tweede tot 0? = 1 zou voeren. Men 
kan hierin aanleiding vinden om aan O® geen beteekenis toe te 
kennen, dus bij de beschouwing van de macht a? steeds uit te 
sluiten, dat a en b beide nul zijn. 


1) Wel blijft die eigenschap geldig als c>>0 en b —= 0 is. De 
eigenschap van n@. 125 is voor c = 0 geldig gebleven. 
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In verschillende opzichten is het echter doelmatig de formule 
(168) slechts te laten gelden als a >0 is en aan de formule 
(169) zonder uitzondering vast te houden. Bij definitie stellen 


we dus vast: 
O0 = 1. (170) 


In n°. 323 zullen we een voorbeeld van de doelmatigheid dier 
definitie ontmoeten (zie ook n°. 356). 


318. Door de afspraak (170) blijven de eigenschappen der 
machtsverheffing, voor zoover deze gelijkheden betreffen, geldig. 
Hetzelfde zou echter het geval geweest zijn als we 0 bij definitie 
gelijk aan O0 gesteld hadden. De vraag doet zich dus voor of 
men aan O® nog andere waarden had kunnen toekennen zonder 
dat genoemde eigenschappen verloren gaan. 

“Deze vraag moet ontkennend beantwoord worden. Blijft nl. 
de formule (71) van n°. 128 geldig, dan is: 

(09° —= OP -c — OP, 
Het getal 0° voldoet dus voor ieder getal c aan de vergelijking 
OR, 
waaruit volgt x= 0 of x= 1. De laatste keus-zal echter blijken 
de meest voordeelige te zijn (zie n°. 323 en 356). 


319. Tot de formule (169) van n°. 315 geraakt men ook door 
de definitie van een macht als aantal beleggingen (zie n°. 181). 
Om a? te vormen moet men dan een hoeveelheid B met 5 
elementen beleggen met de elementen eener hoeveelheid A met 
a elementen. Zulk een belegging bestaat uit b elementenparen, 
m. a. w. is zelf als een hoeveelheid met b elementen op te vatten. 

Is nu  = 0, dus B de nulhoeveelheid, dan is ook de beschouwde 
belegging een hoeveelheid met nul elementen, dus de nulhoe- 
veelheid. De eenige belegging van de nulhoeveelheid met de 
elementen van een andere hoeveelheid is dus de nulhoeveelheid 
zelf; dit geldt blijkbaar ook nog als die andere hoeveelheid even- 
eens de nulhoeveelheid ís. 

Daar er nu, zooals in n°, 291 is opgemerkt, slechts één nul- 
hoeveelheid ís, bedraagt in het geval b = 0 het aantal beleggingen 
l en is dus a® = 1, ook nog als a = 0 is. 
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320. Voordeel verbonden aan het invoeren van het getal 
nul. De invoering van het getal nul levert reeds aanstonds het 
voordeel, dat de aftrekking mogelijk geworden is in een geval, 
waarin ze aanvankelijk niet mogelijk was, nl. de aftrekking a — a. 
Daardoor verkrijgen, zooals reeds is opgemerkt, de formules, 
waarin verschillen voorkomen, een ruimere geldigheid. 

Aan de in n®. 244 uitgevoerde berekening van een rangnum- 
mer is een voorbeeld te ontleenen van het voordeel, dat het 
invoeren van nul oplevert. Daardoor wordt nl. de voor het rang- 
nummer gevonden uitdrukking 

avn dineti 

2 edt (171) 

ook geldig voor n =p = 1. Naar behooren geeft (171) dan voor 
het rangnummer de waarde 1. : 

Verder wijzen we er nog op, dat invoering van het getal nul 
maakt, dat ieder oneven getal a in den vorm 2q + 1 te schrijven 
LS A ZICHT OER LO ON EVOOTR ENIS RO 


321. Zooals in n°. 294 gebleken is, is het aantal deelen eener 
hoeveelheid met a elementen, de nulhoeveelheid als deel mede- 
gerekend, gelijk aan 2°. Dit resultaat blijft ten gevolge van de 
formule (169) van n°. 315 juist voor a—=0. Uit 2° vindt men 
dan voor het aantal deelen 1, in overeenstemming daarmede, dat 
de hoeveelheid dan de nulhoeveelheid is en dus slechts één deel 
bezit, nl. zich zelf. 

Ook het in n°. 275 verkregen resultaat omtrent het aantal hoe- 
veelheden van natuurlijke getallen, die n tot grootste getal hebben, 
blijft door de formule (169) juist voor n = 1. Hetzelfde geldt 
voor de in n®. 276 opgegeven uitdrukking voor het rangnummer 
van een eindige getallenhoeveelheid a, as, ...… ar als men 
zulke hoeveelheden op de daar aangegeven wijze nummert; die 
uitdrukking blijft nl. juist voor a, = 1, daar dan 2%! in 1 
overgaat }). 


322. Toepassing op het merkwaardige quotiënt van n°. 164. 
Het in n®. 164 gevonden merkwaardige quotiënt (118) kan door 


l) Een ander voordeel van de invoering van het getal nul bestaat 
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invoering van den exponent nul regelmatiger aldus geschreven 
worden: 


a) 
Dit wordt korter zoo geschreven: 
Ahr 0 ee PN | 
Ie Ts TT, (172) 


waarmede bedoeld wordt, dat men in de uitdrukking onder (d. 
w. z. achter) het somteeken 2 (sigma) aan k achtereenvolgens 
de waarden 1, 2, 3,....… n toekent en de zoo verkregen getallen 
optelt. 

Zonder invoering van den exponent nul zou men (113) niet 
in den compacten vorm (172) kunnen neerschrijven. 

Voor n = 1 wordt het tweede lid van (172) een som van één 
term, daar # dan alleen 1 zijn kan; die term is dan a°b, dus 1, 
zoodat de formule juist blijft. | 

Ook is de formule nog juist voor n —0. Het tweede lid van 
(172) is dan nl. een som van nul termen, dus nul (zie n°. 310), 
terwijl ook het eerste lid nul wordt. 


323. De formule (118) blijft geldig voor & = 0, daar dan alle 
termen van het tweede lid, behalve de eerste, nul zijn, terwijl 
de eerste term u”! ís; ook het eerste lid is dan echter a?—!. 

De formule (172) van n°. 322 voert voor b = 0 tot 

qr == a”—100, 
hetgeen volgens (170) juist is. Dit doet de doelmatigheid van 
de in n°. 317 gegeven definitie 0 = 1 uitkomen. 


daarin, dat men in de formuleering der eigenschap van n°. 203 de beper- 
king > 1 los kan laten en deze eigenschap aldus uitspreken: 

Een natuurlijk getal is op één en slechts één manier als een product 
van priemgetallen te schrijven. 

Voor het getal 1 wordt dit nl. een product van nul factoren (zie 
nsi), 


S 2. Permutaties en combinaties. 


324, Variaties en permutaties. We denken ons een hoe- 
veelheid van n elementen en vragen naar het aantal manieren, 
waarop men in bepaalde volgorde p dier elementen kan aanwijzen 
(waarin p Sn is), dus het aantal manieren, waarop men een 
niet nader aangewezen p-tal dier elementen op de getallen 1, 2, 
Orte DeKkdiratdeelden 

Het genoemde aantal wordt het aantal variaties van n elementen 
p aan p (of in groepen van p) genoemd en als Vf geschreven. 


325. Om het aantal Vs te bepalen merken we op, dat het 
eerste element (element met rangnummer 1) op n manieren kan 
worden gekozen. Is dit geschied, dan kan het element met rang- 
nummer 2 nog op n— l manieren worden aangenomen, daar 
men daarvoor ieder der n — l overige elementen nemen kan; 
de elementen met de rangnummers 1 en 2 kunnen dus op n(n — 1) 
manieren worden aangenomen. Verder kan dan het element met 
rangnummer 8 op n — 2 manieren gekozen worden, enz. en ten 
slotte het element met rangnummer p op n + 1 — p manieren. 
In het geheel kunnen dus de p elementen, met inachtneming 


van de volgorde, op n(n — 1) (n — 2) .... (n + l — p) manieren 

worden aangewezen, zoodat men heeft: 
Vi = nln —1j(n — 2)... (n +1 —p). (173) 

Hiervoor kan ook geschreven worden: 
teel 

le (n — p)! (174) 
326. Is p+gq Sn, dan volgt uit de formule (173) onmiddellijk: 
Vil (175) 


Dit volgt ook direct uit de van variaties gegeven definitie, daar 
men, om uit 7 elementen er p +q aan te wijzen, beginnen kan 
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met p elementen aan te wijzen (hetgeen op Vh manieren geschie- 
den kan), waarna men nog g elementen uit de overblijvende n — p 
elementen heeft aan te wijzen (hetgeen op Vip manieren ge- 
schieden kan). 
Voor g = 1 gaat de formule (175) over in: 
Vi =(n—p) Vi =n Vin. (176) 


327. Is in Ví het getal p gelijk aan n, dan spreekt men van 
het aantal permutaties van n elementen en schrijft daarvoor Ps. 
Dit is het aantal manieren, waarop een hoeveelheid van n elementen 
op de getallen 1, 2, ....…, n kan worden afgebeeld, dus het aantal 
manieren, waarop men die elementen van rangnummers voor- 
zien kan. 

Volgens (173) (waarin nu p =n te stellen is) heeft men: 

Pres fiet Za ll (177) 

Hieruit blijkt, dat de formule (174) ook voor p = n geldig is. 
Men moet daartoe 0! = 1 nemen, waaruit de doelmatigheid der 
in n°. 313 gegeven definitie (167) duidelijk blijkt. 


328. Combinaties. Onder het aantal combinaties van n_ 
elementen p aan p (p Sn) verstaat men het aantal manieren, 
waarop men uit een hoeveelheid van n elementen p elermenten 
uitkiezen kan, dus het aantal deelen van p elementen, die een 
hoeveelheid van n elementen bezit. Dit aantal wordt door C£ 
voorgesteld. 


329, Het verschil tusschen variaties (zie n°. 324) en combina- 
ties bestaat daarin, dat bij een combinatie uitsluitend het deel 
van p elementen beschouwd wordt, terwijl bij een variatie dit 
deel ook nog genummerd (afgebeeld op de getallen 1, 2,.... 
p) gedacht wordt. Dit maakt, dat iedere combinatie tot P‚ varia- 
ties voert, daar de p tot die combinatie behoorende elementen 
op P, manieren genummerd kunnen worden. Men heeft dus: 


VP Pon Ch, (178) 


330. Uit (178) volgt in verband met de formules (174) en 
(177) van n°. 325 en 327: 
P_ n\ 
"__pl(n—p)! (179) 
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Daar het tweede lid van (179) niet verandert als men p door 
n— p vervangt, heeft men: 
| RCN (180) 
Van deze formule is de juistheid ook onmiddellijk uit de betee- 
kenis van Cí in te zien; het vormen van een deel van p elemen- 
ten is nl. ook te beschouwen als vorming van het complemen- 
taire deel (zie n®. 292), dat n — p elementen bevat. 
We merken nog op, dat de formule (179) ten gevolge van 
Ol AookwoorsptORolsnnmgeldio is TEN ETSER: 
Ch = Ciel. (181) 
De juistheid hiervan blijkt hieruit, dat een hoeveelheid van zn 
elementen slechts één deel van nul elementen (de nulhoeveel- 
heid) en één deel van zn elementen (de hoeveelheid zelf) bezit. 
Blijkbaar geldt (181) ook nog voor n= 0, m. a. w.: 
Co=1 


331. De formule (179) kan omgevormd worden tot: 
gean Dn — Di el mn 
p 
Onln= Ie (pt !1) 
(n — p)! [ (182) 
De eerste dezer uitdrukkingen voor C£ vloeit ook, in verband 
met de formule (173), onmiddellijk uit (178) voort. Voor de 
berekening van Cf is de eerste uitdrukking te verkiezen als 
p<n-—p, dus 2p <n is, de tweede uitdrukking als 2p > 1 is. 


332. Betrekkingen tusschen aantalien combinaties. Uit de 
formule (179) volgt: 
pC? = (n +1 —p) CIT! (183) 
Hieruit leidt men gemakkelijk af, dat C2 >, < of = CB! is 
alnaargelang "2p of nh IS. 
De getallen 
GEND behaal Bil Oe ond ond (184) 
beginnen dus met toe te nemen; het grootste is C5, terwijl ver- 
volgens de getallen weer afnemen (en wel blijkens (180) op 
dezelfde wijze als waarop ze eerst zijn toegenomen, daar de 
getallen (184) van links naar rechts dezelfde zijn als van rechts 
naar links). 
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De getallen 


GER Cr: GN ple eteg GirBis Ellin Ei: "ee Canii (185) 
nemen toe tot C2è‚1:; het volgende getal C3,. is aan Côn+ gelijk, 
terwijl de getallen vervolgens weer afnemen. 


333. Uit de formule (179) van n°. 330 volgt: 


pl p dn (n= 1)! fe” (7 Ge: 1)! As 
se zon En AE eed 
(en Eene imm LEVE Di nl p 
ee = C 
en p! (n —p)! p\(n —p)! 
Men heeft dus: 
CE = CH + Cl (186) 


Deze formule volgt ook onmiddellijk uit de beteekenis van 
C‚. Men kan nl. de combinaties van n elementen p aan p split- 
sen in de C@—: combinaties, die een bepaald aangewezen element 
bevatten (welke combinaties gevormd worden door dat element 
te vereenigen met de combinaties van p — l elementen uit de 
n — 1 overige elementen), en de C£_ combinaties, die dat element 
niet bevatten. 

In het voorgaande wordt p < n ondersteld; voor het geval 


p =n zie n°. 359. 


334. Uit (186) volgt door n door n — l te vervangen: 
EC Erea 
hetgeen met (186) Es comineend geeft: 
Ch = CH + Cha + Cha. 
Evenzoo vindt men (door C£-_2 met behulp van (186) in twee 
termen te splitsen): 
Er Wer (ofte 
Zoo GEen vindt men: 
GaGa Gast AAE 
= CATÌ + CIT + Ch + CE + CS + CET 
In deze laatste formule is voor bi regelmaat C£-—; in plaats 
van C5 geschreven, hetgeen wegens (181) geoorloofd is. Daar- 


door kan de formule korter zoo geschreven worden: 
n—-p+l 
rvh 
Ch =D Che (187) 


k=l 
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335. Volgens de eigenschap van n°. 294 bedraagt het aantal 
deelen (de nulhoeveelheid medegerekend) van een hoeveelheid, 
die uit n elementen bestaat, 2°. Daar er onder die deelen C£ 
voorkomen, die p elementen bevatten, is het aantal deelen der 
hoeveelheid ook gelijk aan: 

GrlGa Orik en dOr, 

Men heeft dus: 

GF RG EC 27 (188) 


336. Herhalingscombinaties. Men spreekt van herhalings- 
combinaties van n elementen p aan p als men op verschillende 
manieren uit de n elementen een groep van p elementen neemt 
(zonder op de volgorde te letten) en daarbij een zelfde element 
een willekeurig aantal malen mag herhalen. Het aantal dier her- 
halingscombinaties wordt door C£ voorgesteld. Nu kan p > n 
zijn, hetgeen bij gewone combinaties uitgesloten is. 

Om een voorbeeld te geven zijn de herhalingscombinaties 4 


aan 4 van de getallen 1, 2, 3: 


bet Dedel, 1 pelle 1 (LDD ED (EEN 
(BLT UB) (INDI (SOME) LOOD ESE LEN 
(12308) (2023143), UI Sraa SD SS AS SEREN 


337. Om het getal C2 te bepalen stellen we ons voor, dat de 
nseletmenten.de getallen li 2d ptn erde zijn. „Dervetallenmdie 
in de verschillende herhalingscombinaties optreden, denken we 
(als in het voorbeeld van n°. 336) naar de grootte gerangschikt. 
We vermeerderen nu in ieder dier herhalingscombinaties het 
tweede getal met 1, het derde miet 2, enz., zoodat het pi° (en 
laatste) getal met p — 1 vermeerderd wordt. Op deze wijze ont- 
staan uitsluitend ongelijke getallen, waarvan het grootste hoogstens 
nt p-—l is, dus gewone combinaties p aan p van n+p — 1 
elementen (der setallens 1) 20 nnn mili De LAS 


1) De herhalingscombinaties uit het voorbeeld van n°. 336 gaan 
daarbij over in: 

(1, 2,8, 4) veder 2d jn Sn AR) LEO Hen (ZES MARE NA 

(1, 23,0), GS 2 Ar On Ll Or ARO (2d) a LEO RO 

(1,43, 0,26) (Zi OON LEON OV A O0 CO ERN 
Deze rangschikking is dezelfde als die van n°. 276. 
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Op de aangegeven wijze verkrijgt men alle combinaties p aan 
p van de n + p — 1 elementen 1, 2,....n + p — 1, daar men, 
van een willekeurige naar de grootte gerangschikte combinatie 
uitgaande, langs den omgekeerden weg (dus door het tweede 
getal met 1 te verminderen, het derde met 2, enz.) een herha- 

lingscombinatie der elementen 1, 2, .... n verkrijgt. 
__Daar verder geen enkele combinatie uit twee verschillende her- 
halingscombinaties ontstaat, heeft men: 


GRECE (189) 
dus ín verband met (179) en (182): 
ite a ener! 9 Ain 
Cr p\(n—l)! 
ind bijna (re erm VIR 
ri p! EE (190) 
B Oe Daet lane MTP sl) 
rj (n — 1)! f 


338. Door de C£ herhalingscombinaties van „ elementen p 
aan p te verdeelen in de C2”! herhalingscombinaties, die een 
bepaald aangewezen element bevatten, en de C£;, herhalings- 
combinaties, die dat element niet bevatten, vindt men: 

GEE TE (191) 

Op geheel soortgelijke wijze als in n°. 334 leidt men hieruit 
door herhaalde toepassing af: 

CL = CHI OIC... CE! + CTS, (192) 
als laatsten term krijgt men eigenlijk Cf, maar deze is gelijk aan 
l en dus door C{”' te vervangen. 


939. Uit de formule (191) vloeit een bewijs van (190) voort, 
nl. door volledige inductie naar n + p toe te passen. Voorn + p= 2 
is (190) juist. Neemt men de juistheid van (190) aan voor C£' 
en Cf, waarbij de som van bovensten en ondersten index 
np —l is, dan vindt men volgens (191): 

(n +-p — 2)! (n + p — 2)! 


pe pla 


1) Dit is natuurlijk ook uit (190) af te leiden. 
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a Wiee ze: 9Ip tp 2(n 1) ntp—l! ) 
p!(n— 1)! p\ (n — 1)! …pli(n il) kes 
Hiermede is dan de juistheid van (190) voor een indexsom 


np aangetoond, dus de stap van n +p — l op n + p verricht. 


340. Permutaties van elementen, die niet alle verschillen. 

We denken ons n elementen 
ENEN (193) 

die niet alle verschillend gedacht worden, zoodat die elementen 
in & groepen van onderling gelijke elementen te verdeelen zijn; 
de aantallen elementen dier groepen noemen we p,, Pa, «-.-, Pe 
waarbij sommige dier getallen ook 1 kunnen zijn. Men kan nu 
de vraag stellen op hoeveel manieren de elementen (193) gerang- 
schikt (dus genummerd) kunnen worden, indien rangschikkingen, 
die door verwisseling van gelijke-elementen ontstaan, als dezelfde 
beschouwd worden. 

Een voorbeeld van zulke rangschikkingen is het volgende, 
WADI kN ZED RL 


AIEE Td RENSON 
0E RMO LOE VER A6 ONE 
(189 DES Aen SL DRT 
(IBTA (LES OON OON 
OIO BOM TBE ROOS 
(2,1 BNL TONEN) 
Or ASP A ZA SDA RN MIN 
(2,3 Vr 180 VO BON tn (ORS POE 
(37101; (TEE ERO ARI): 
(BT AED 1) AS ORL 


341. De ín n®. 340 genoemde rangschikkingen blijven dezelfde 
als men de daarin voorkomende gelijke elementen verwisselt. 
Hierdoor voert ieder dier rangschikkingen tot 

PPD RD 
permutaties der n elementen (193) zoo men deze als verschillend 


1) We hadden bij deze herleiding ook van de formule (186) van 
n°. 333 gebruik kunnen maken. 
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beschouwt; immers door de p, gelijke elementen van de eerste 
groep te verwisselen krijgt men p,! permutaties, waarvan ieder 
weer tot p,! permutaties voert door de p‚, elementen van de 
tweede groep te verwisselen, enz. 

Daar er in het geheel z! permutaties zijn als men alle elementen 
als verschillend beschouwt (zie n°. 327), krijgt men 

nl 
Oy pe leen DE! 

permutaties van n elementen als daaronder p‚, ps, ....…, Pr gelijke 
elementen voorkomen. 


(194) 


342. Met het in n°. 341 verkregen resultaat is tevens opgelost 
de vraag naar het aantal manieren, waarop men n elementen in 
groepen À,, As,...., Akresp. van p;, Ps, ..-., Pr elementen kan 
verdeelen als men niet op de volgorde der elementen van een 
zelfde groep let. Dit is nl. het door (194) aangegeven aantal, 
daar die vraag tot die van n°. 340 is terug te brengen. Dit kan 
geschieden door p, getallen ft, p, getallen 2, enz. op de verschil- 
lende manieren, die mogelijk zijn, over de n elementen te ver- 
deelen en daarbij de elementen, waaraan het getal 1 is toege- 
voegd, in de groep A, te plaatsen, die met het getal 2 in de 
groep A, enz. Hierbij moet men, als b.v. p, en p‚ gelijk zijn, 
toch de groepen 4, en A, uit elkaar gehouden denken; m. a. w. 
bij overbrenging van de elementen der groep A, naar A, en 
omgekeerd moet dit als een andere verdeeling in groepen worden 
opgevat, zoodat op de individualiteit der groepen gelet wordt. 

Neemt men k= 2, dan vindt men voor het aantal manieren, 
waarop de n elementen in een eerste groep van p elementen 
en een tweede groep van n—p elementen te verdeelen zijn, 

nl 
p! (n — p)! 
het aantal combinaties p aan p van n elementen, waarmede de 
formule (179) van n°. 330 opnieuw bewezen is. 


Dit aantal is echter (blijkens de beteekenis) ook 


343. Vraagt men naar het aantal manieren, waarop n elementen 
in groepen van p,, P ---., Pr elementen verdeeld kunnen 
worden zonder op de individualiteit der groepen te letten, dan 
wordt dit aantal nog steeds door (194) aangegeven als de getallen 
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Py Pa -…---> Pr alle verschillen. Komen echter onder die getallen 
i gelijke voor, dan voert iedere verdeeling in groepen, door ver- 
wisseling der í groepen met hetzelfde aantal elementen, tot í! 
verdeelingen in groepen met inachtneming der individualiteit van 
de groepen *). Om het nu gevraagde aantal te vinden moet dus 
het aantal (194) nog door il! gedeeld worden. Komen onder de 
getallen p‚, ps, ...., Pr nog andere gelijke voor, ten getale van 
j b.v., dan moet (194) ook nog door j! gedeeld worden om het 
gevraagde aantal op te leveren, enz. 

Zoo vindt men b.v. voor het aantal, manieren, waarop een 
spel van 82 kaarten in 4 hoopen ieder van 8 kaarten verdeeld 
kan worden: 

32! 
A18!) 

Algemeener vindt men voor het aantal manieren, waarop kp 
elementen in k groepen ieder van p elementen verdeeld kunnen 
worden: 

(£p)' 


RL (p!t 


Oe trl 32 nld 1O 20 NLO MS lr 41400 LOD AIDA 


344, Aantal manieren, waarop een product van „ factoren 
met haakjes geschreven kan worden. We stellen de vraag: 

Op hoeveel manieren kan het product 

Oee Sk (195) 

met haakjes worden neergeschreven, daarbij enkel de associatieve 
eigenschap der vermenigvuldiging toepassend? 

Hierbij is bedoeld, dat de haakjes volledig aangeven welke 
vermenigvuldigingen moeten worden uitgevoerd. Hiervoor zijn 
n — 2 paren haakjes noodig ®). Men heeft nl. 7 — 1 vermenig- 


1) Hierbij wordt ondersteld, dat de i gelijke getallen p niet nul zijn. 
Immers anders is ieder der í groepen de nulhoeveelheid en zijn die 
groepen dus alle dezelfde (zie n°. 291); een verwisseling dier groepen 
geeft dan geen andere permutatie der n elementen. 

*) Hier wordt n > 1 ondersteld. 
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vuldigingen te verrichten, die ieder een paar haakjes vereischen, 
behalve de laatste vermenigvuldiging; immers heeft men (door 
het uitvoeren van n — 2 vermenigvuldigingen) nog slechts twee 
getallen over gehouden, dan moeten die nog met elkaar ver- 
menigvuldigd worden. 
Is b.v. n = 5, dan kan het product op de volgende 14 manieren 
geschreven worden: 
dj. [asjas(a,as)il, [}(a,as)as(a,l ‚ Us, 
dj: [as$(asas)assl, ja, (asas)(a,] . 5) 
a, . [(asas)(asa;)), [(a,as) (aza,)] . as, 
dj. [jas(asas)a;), [a,$(asas)asf] . 5) 
A. [(asas)asga;), [a jas(asa.)) . A5) 
(ayas)  jas(asa), Ha,as)as{ . (a,as), 
(a, As). (asas)ass, ja, (aas . (4445). 
Bij ieder tweetal naast elkaar geplaatste vormen is de plaatsing 
der haakjes dezelfde als men die in den eenen vorm van links 
naar rechts en in den anderen vorm van rechts naar links leest. 


345. Stellen we het gevraagde aantal vormen, waarin het 
product (195) kan worden gebracht, door A4„ voor, dan is 
Ar Aj ls; voor „=d of 2 behoeven nog geen haakjes ge- 
plaatst te worden. De haakjes wijzen aan welke vermenigvuldiging 
het laatst moet worden uitgevoerd. De twee factoren bij die 
laatste vermenigvuldiging zijn zelf weer ontstaan de eene als 
product van k factoren, de andere als product van 2 — k factoren 
en kunnen dus in Ax resp. A„-—# vormen gebracht worden. Er 
zijn dus nog AxA„-# vormen, die bij dezelfde laatste vermenig- 
vuldiging behooren; deze laatste vermenigvuldiging is in het 
voorbeeld van n°. 344 door een stip aangewezen. 

Daar k ieder der waarden 1, 2, 3, ...., n — 1 hebben kan, 
vindt men zoo: 

An = Aj Anr + Agra H Agnes Tr An-2As Fr Ani, ), (196) 
of korter geschreven: 


n—l 
An En De ArAn-r. 
Rk=l 


346. In de gelijkheid (196) zijn in het tweede lid de termen 


1) Hierin wordt n > 1 ondersteld. 
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van links naar rechts dezelfde als van rechts naar links. Is n 
oneven, dan krijgt men zoo paren gelijke termen, terwijl voor n 
even de middelste term na paring der gelijke termen overblijft. 
De gelijkheid (196) wordt in het eerste geval (als men „ door 
2n + 1 vervangt): 
Aon+1 = (A; Aan + Ag Aant +... An—iÂne2 + AnAns1), (197) 
in het laatste geval (als men „ door 2n vervangt): 
Aan = UA Aon + ArAan-2 +... + AniAnei) + Ai. (198) 


347. De betrekkingen (197) en (198) stellen ons in staat, 
uitgaande A; = 1, achtereenvolgens A, As, A,, enz te berekenen. 
Men vindt zoo: 


,=l?=1, 
OTA 
‚=Al.HI=5 


Alber AF 

ALLA LD le 

A Vr ee en rl ie EE 

(11 Sir AEO ZN 

(10420 MISE Oel 0N 

vole ASO Er A2OE ZR SAE OA tn ASO 
Hr (UMASE2EE 107 ASO IEA 2O EOS Zetel ER OMO 
In n°. 351 zullen we een algemeene formule voor het aantal 
A„ vinden. 


an 


eed 


oo 


ie] 


A 


348. Aantal manieren, waarop een product van ” factoren 
berekend kan worden. We stellen vervolgens de vraag: 
Op hoeveel manieren kan het product (195) van n°. 844 door 
vermenigvuldigen van telkens twee getallen berekend worden? 
Hierbij wordt geen onderscheid gemaakt tusschen de berekening 
van ab en die van ba, terwijl ook niet gelet wordt op de volgorde, 
waarin de vermenigvuldigingen worden uitgevoerd. Twee be- 
rekeningen van het product (195) worden dus dan en alleen dan 
als verschillend beschouwd wanneer de gedeeltelijke vermenig- 
vuldigingen, die uitgevoerd moeten worden, niet alle dezelfde 
zijn; zoo geven b.v. 
(aas) (aza,), (asd4) (2,43), (Aai) (234), (Q344) (444), 
(aas) (a,4s), (a443) (4,43), (aaj) (a,43), (a443) (aa) 
alle dezelfde wijze van berekenen van a,494344. 
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De verschillende wijzen, waarop dit product kan worden bepaald, 
worden aangegeven door: 


aja, (asa,), ay {as(asa,)é, dj ja,(a,as), 
as}a, (4,44), ajas(a, a), asjas(a, as), 
as)a, (asa,)\, EAT ACHAS Asaa, aa), 
aja (asas), aja, (a, as), a$as(a as), 
(a,a,) (aza,), (aas) (aza,), (a,a,)(aza3). 


849. Wanneer de berekening van een product ab verschillend 
beschouwd wordt van de berekening van ba is het aantal manieren, 
waarop de berekening van het product (195) kan worden uitge- 
voerd, gelijk aan het aantal vormen, waarin dit door plaatsing 
van haakjes gebracht kan worden (zie n°. 344) als ook nog met 
de commutatieve eigenschap der vermenigvuldiging rekening 
wordt gehouden, dus als de volgorde der factoren op alle moge- 
lijke manieren veranderd wordt. Het aantal berekeningswijzen 
van het product wordt dan z!4,, waarin A„ de in n°. 345 aan- 
gegeven beteekenis heeft. 

Maakt men geen verschil tusschen de berekening van ab en 
die van ba, dan worden (daar in het geheel n — 1 vermenig- 
vuldigingen zijn uit te voeren) telkens 2°' berekeningswijzen 
dezelfde, zoodat men dan 


Biesen (199) 


mogelijke berekeningswijzen van het product vindt. 
In verband met de in n°. 347 gevonden waarden voor A, As, 
B etheeftemen dus: 
RD Delon Bj =D 1011040; 
B, = 10395, B, = 135135, B, = 2027025, B, = 34 459 425. 


350. Voor het in n°. 348 en 349 beschouwde aantal B, der 


berekeningswijzen van a,4, .….. An kan men een eenvoudige 
uitdrukking vinden door B, in B: uit te drukken *). 
Uit een berekeningswijze van a,4,.... An kan men één be- 


1) Hierbij wordt n > 1 ondersteld. 
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paalde berekeningswijze van 4,4, .... An—i afleiden door den 
factor a„ te schrappen, dus door de vermenigvuldiging met a, 
achterwege te laten. 

Omgekeerd voert zoo iedere berekeningswijze van 4,4, .... An—1 
tot 2n — 3 berekeningswijzen van 4,49 .,.. An. Bij de bereke- 
ning van 4,49 .... Ar: (bestaande uit 2 — 2 vermenigvuldigin- 
gen) worden nl. 2 — 2 producten berekend; deze vormen, te 
zamen met de getallen a, 45,....… An—1, waarvan wordt uitge- 
gaan, 2n — 3 producten van één of meer factoren. Een dezer 
2n — 3 producten wordt nu met a, vermenigvuldigd. 

Zoo voert b.v. 

(a,as)i(asas)as 
tot de volgende 2 .6 — 3 = 9 berekeningswijzen van a, 2943444546 : 
(a,as)ass (asas)asp ja, (asa,) (asa,)ass» (a, as)ass (asa,)asp 
(a,as)}[(asao)as las, (a,as)}las(asas) lass, (a,a3))[(asa;)aslast, 
(a,as)}(a,a;) (a,a.)4, (a,as)lj(asas)assae), [(a,as)}(asa,)asslas- 
Uit de voorgaande beschouwingen volgt: 
Bren 
Daar B, = 1 ís, vindt men achtereenvolgens: 
DL EERE LL 
dus in het algemeen: 
aft ed HALE cb (200) 

Hiermede is een algemeene formule gevonden voor de getallen, 
die in n°. 849 stuk voor stuk berekend zijn. 

gal. Uit (200) vindt men in verband met de betrekking (199) 
van n°. 8349: 

VSD (OT 


Àn me » 
n| 
of: 
7 es rn LO OD Ae Le 0) 
Ga nl 
Hiervoor kan ook geschreven worden: 
n—l 
RA Pe bi En ah = Can (201) 


n= Dial n 
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of ook: 
EN TA OE dn 


MD ER ROTE ) 


352. Bewijs der gevonden formules door volledige inductie. 
Daar door (201) aan de betrekking (196) van n°. 345 voldaan 
is, heeft men: 


Cin 2 (Gr 4 oen 6 ese 8 Gis t 
n EAT S(n- 0) Re KAL) 


Deze formule kan ook rechtstreeks worden aangetoond, waar- 
mede tevens een ander bewijs der resultaten van n®. 351 (en dus 
ook van die van n°. 350) verkregen wordt. Is D,„ een afkorting 
voor het tweede of derde lid van (201), dan is: 

42n — DD, = (n + 1D 41. (203) 


1) Voor den lezer, die met de formule van JOHN WaLLis (Arithmetica 
Infinitorum, 1655), nl: 


4 3 3 5 . 5 7 je Oe Te Ord € ; 
2 
bekend is, maken we nog de opmerking, dat — ongeveer midden 
tusschen 
En lea sf stp 2n—8 nd 
ENE Ti TT ND 
en 
nn OE ON VL ed 
IN EE BEET: '2n—4' 2n —2' 2n —2 
gelegen is en men dus bij benadering heeft: 
Be | SL EN iel A 2n —3 2n—3 An —3 
T 22° 244 B nt 2D And 
EON EEN (2n — 3) 2 
Ee UD Vedere (2n — 2) Vn(4n — 3) 
Hierdoor vindt men bij benadering: 
gen—l 
TELEN 


Dit geeft de volgende benaderde waarden voor A;, A», A3, enz: 
Ar 20E Pe, == 1,00807 A, == 20060 , A, —=9,0078, 
Art i4,0120/ “Af == 42,0237,° Ar =182,0535 Ag 429,127, 
Ay = 1430,34, A, = 4862,89, A‚‚ == 16798,5. 

De afwijking van de juiste waarden (zie n°. 347) is dus slechts zeer 

gering. 
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We bewijzen nu door volledige inductie naar n, dat voldaan 
is aan: 


n—l 
Das DID En (204) 
k=l 


Hieraansis= (blijkens Drei) voldaan svoornsnis ame 


juistheid van (204) voor een zekere waarde van n aannemend 
vindt men: 


n—l 
4(n == HYDE == A(n en I) ne DD ZE 5, A(n as ED -k d en 
il kl 


DID on D Dn 


n—l nl: 
= 2 — DDD-_r + X Un — We — 1D De °). 
k= k=l 
Volgens (203) heeft men dus: 


n—l n—l 
k=l =| 
n n—l 
= ZRD eDan 1 4) RAG —k + WADE: = 
NR = 


= XY (x + 1)DD air — 2D,D.. 


1) Dit komt neer op toepassing van de distributieve eigenschap der 
vermenigvuldiging. De formule (55) van n®. 99 kan nl. ook in den 
volgenden vorm geschreven worden: 


n 
ND PERO. 
k=l hal 
2) Dit is een toepassing van de commutatieve en associatieve eigen- 
schap der optelling, volgens welke men heeft: 


Sladen SEE 5 be. 
hal kl kl 
3) Deze term ontstaat uit den eersten term van het vorige lid door 
k + 1 =lte stellen en te bedenken, dat dan / de waarden 2,3,..., 
n kan aannemen. Vervolgens kan de letter / dan weer door k worden 
vervangen. 
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Daar D, = 1 is, volgt hieruit, weer in verband met (203): 
(2n — DD, = (n + DE DD 
(1 + 1D = (1 + Dj, Bro 
Daer => Drei 


Dit nu is de gelijkheid, waarin (204) overgaat door daarin xr 
door n +1 te vervangen, waarmede de stap van n op n + 1 
uitgevoerd is. 


S 3. Binomium van Newton en toepassingen daarvan. 


353. Formule voor de nf° macht van een binomium. Onder 
een binomium of tweeterm verstaat men een som van twee ter- 
men. We beschouwen nu de né° macht van zulk een tweeterm 
atb. Deze kan men volgens de algemeene distributieve eigen- 
schap der vermenigvuldiging (zie n°. 102) ontwikkelen, d. w. z. 
schrijven als een som van termen, waarvan ieder een product is 
van # factoren; uit ieder der n factoren a + b treedt daarbij de 
term a of de term b als factor op. Men krijgt op deze wijze 
2" termen van de gedaante a”-*b*, waarin k een der getallen 
Onde eN RTLNIS, / 

Verschillende dier termen zijn echter aan elkaar gelijk. Zoo 
ontstaat b.v. de term a”-!b in het geheel n-maal, daar de factor 
b aan ieder der n factoren a + b van het volledige product kan 
worden ontleend; deze n gelijke termen schrijven we als één 
enkelen term, nl. na”-—!b. 

Men vindt zoo: 

(a+ b)r= N Azarkbt, ‚ (205) 
k=0 / 

Het getal A, dat gelijk is aan het aantal manieren, waarop 
een term af—*b* ontstaat, en dus uitsluitend van k en niet van 
de getallen a en & afhangt, wordt de coëfficiënt van. den term 
Ararkbk, of de coëfficiënt van a”—kbk, genoemd. 


354. Om den coëfficiënt A„ te berekenen beschouwen we 
algemeener het product 

me A ele WEAR (206) 

Bij de ontwikkeling daarvan krijgt men termen met n— k 

factoren a en k factoren, die men op alle mogelijke wijzen uit 

de getallen 5, b,,....… b„ kiezen kan, Men krijgt dus af*# 
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vermenigvuldigd met de som der producten van alle k-tallen der 
getallen b,, b,,....… b„; het aantal termen dier som bedraagt 
C£. Door vervolgens 
Oni On D 
te stellen gaat de genoemde som van producten in 
Cbt 
over, waardoor een term 
Cian-tbk 
ontstaat. Het getal A‚ der formule (205) van n°. 353 is dus 


CE zoodat men heeft: 


(a+ br= DN Char-kbk, (207) 
k=0 
355. Volgens de formule (182) van n°. 331 kan voor (207) 
geschreven worden: 


VTE en RO 
To 4 b? + 


(a + br= ar + Lartb + 
n(n — 1) (n — 2) 
EE 


Deze formule wordt het bfnomium van Newton genoemd 5. 
De daarin voorkomende coëfficiënten heeten binomitaalcoëfficiënten. 


+ 


an-3b3 +... + Ter! + br. (208) 


Voor den binomiaalcoëfficiënt van a”—#b* schrijft men () of kort- 
weg ne Men heeft dus: 
fi = Nr = Ge 
Voor a = 1 gaat (208) over in: 
(La) 18 Okan ADE 
In n > 1, dan bestaat het tweede lid uit meer dan twee termen, 
waardoor men de eigenschap van n°. 126 terugvindt. 


1) Isaac NEwTON (1643—1727) heeft in 1676 uitbreidingen der for- 
mule (208) (tot zoogenaamde gebroken en negatieve exponenten) mede- 
gedeeld en daarbij ook de uitdrukking voor de binomiaalcoëfficiënten 
als quotiënt van twee producten. Deze uitdrukking was echter reeds 
aan PascaL bekend (zie de noot van blz. 158), maar bij hem treedt 
de formule voor (a + 6)” minder uitdrukkelijk op den voorgrond. 
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356. Lettend op de formule (179) van n°. 830 kan voor (207) 
ook geschreven worden: 


(a + br = Di RC (209) 

Deze compacte vorm, waarin zoo het binomium van NEWTON 
gebracht is, wordt slechts mogelijk door de definities (167) en 
(169) van n°. 313 en 315. Om de formule ook voor a = 0 of 
b=0 te laten doorgaan is dan verder de definitie (170) van 
n°. 317 noodig. 

De formule (209) geldt ook voor n= 0. Het tweede lid, dat in 
het algemeen n—+1 termen bevat, bestaat dan uit één enkelen term 
oro, 

die gelijk is aan 1, evenals het eerste lid. 


357. De formule (180) van n°. 330 drukt uit, dat de binomiaal- 
coëfficiënten van links naar rechts gelezen dezelfde zijn als van 
rechts naar links, iets dat ook onmiddellijk daaruit blijkt, dat a 
en b bij de ontwikkeling van (a + 5)" dezelfde rol spelen. 

Verder volgt uit het ín n°. 332 gevondene nog, dat de bino- 
miaalcoëfficiënten van n (d. w.z. die, welke behooren bij de nde 
macht van a + 6) beginnen met toe te nemen, een grootste waarde 
bereiken, om vervolgens weer af te nemen, hetzij direct (als n 
even is), hetzij na nog eens die grootste waarde te hebben aange- 
nomen (als n oneven is). Is n even, dan is één enkele bino- 
miaalcoëfficiënt de grootste; is n oneven, dan zijn twee opvolgende 
binomiaalcoëfficiënten gelijk en grooter dan alle overige. Aan 
den grootsten binomiaalcoëfficiënt of de beide grootste binomiaal- 
coëfficiënten gaan evenveel binomiaalcoëtificiënten vooraf als er 
op volgen. 


358. Betrekkingen tusschen binomiaalcoëfficiënten. Uit het 
binomium van NEWTON zijn verschillende betrekkingen tusschen 
binomiaalcoëfficiënten (of aantallen combinaties) af te leiden. Zoo 
vindt men uit de formule (207) door daarin a =b = 1 te nemen 
de formule (188) van n°. 335 terug. 

Door in 


(at DARE dns NEN OE (210) 
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de drie machten van a + b volgens het binomium van NEWTON 
te ontwikkelen en vervolgens de ontwikkelingen van (a + b)” en 
(a + 6)" met elkaar te vermenigvuldigen, daarbij termen met 
dezelfde macht van a samennemend, zal men in beide leden 
dezelfde ontwikkeling ín termen van den vorm Apam+r-kbk ver- 
krijgen. Immers hoe men het product 
(rr Oner Rennen en Oe Orri) 

ook ontwikkelt, steeds krijgt men alle mogelijke termen, die 
md n—k factoren a en b factoren uit de getallen b,, bo,...., 
Om+n bevatten, zoodat, na gelijkstelling der getallen b,, b,, enz, 
de coëfficiënt Ax steeds dezelfde waarde, nl. Cn, verkrijgt, hoe 
men de ontwikkeling ook uitvoert *). 

Door nu de coëffiënten van a”+r—*bk in beide leden van (210) 
gelijk te stellen vindt men: 


GOE OGO et CHCn (21) 


rd 


of: 


R N 
k ï k—i 
(Gn rn DN Gd Bn . (211) 
i=0) 
Hierin wordt lS men Sn ondersteld. 


999. Is > m of > n, dan gaat de formule (211) door als 
men de termen, waarin een C voorkomt, waarvan de bovenste 
index grooter dan de onderste ís, weglaat. Men kan ook zeggen, 
dat de formule (211) zonder de aan het eind van n°. 358 ge- 
maakte beperking doorgaat als men afspreekt, dat C5 =0 is 
voor p >n. 

Deze afspraak is trouwens ook geheel met de beteekenis van 
C% in overeenstemming, daar men uit n elementen geen enkele 
groep van meer dan „ elementen vormen kan *). 

Ook blijft bij de gemaakte afspraak de formule (183) van n°. 332 
geldig als p= nl is, iets waarvan men zich zonder moeite overtuigt. 
Verder wordt daardoor bereikt, dat de formule (186) van n°. 333 
voor p = n blijft doorgaan; evenzoo voor p > n, in welk geval het 
eerste lid en de beide termen van het tweede lid nul zijn. 


1) In $ 2 van Hoofdst. VI komen we hierop terug. 
?) Zie verder n°. 630. 
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360. De formule (211) kan ook rechtstreeks door volledige 
inductie naar 2 worden aangetoond, waardoor het bewijs onaf- 
hankelijk wordt van de omstandigheid, dat (a + b)" slechts op 
Één manier in een som van termen van den vorm Aza"-*b* te 
ontwikkelen is. 

Voor k=0 is (211) juist. Om den stap van k op k+1 te 
doen leiden we uit (211), in verband met de formule (183) van 
ne 332 af: 


À | 
=D (id DCHICHSL E (kt 1 — DCH ie 


li ==) 


Ss 
gil Bet 
k+1 k+1 
ICC Ren he dl CR 
I= En i=0 


k+1 


UE) ACEC ne 


i=0 
Door ook op het eerste lid de formule SL toe te passen 


vindt men verder: 
k+1 


(kHDCHER=(k + DD CACIT, 
(== 
k-+1 


cht! ED ER si —i 
i= ne 
Dit nu is de formule (211) als men daarin 2 door A + 1 vervangt. 


361. Ander bewijs der formule van n°. 358. Uitsluitend ge- 
bruik makend van de beteekenis van C£%) kan de formule (211) 
aldus worden aangetoond. We vormen een rij elementen met 
twee indices, beginnend met a, waarbij ieder volgend element 


1) De termen, waarvoor > m of k — i>>n is, moeten worden 
weggelaten. 

2) Vergelijk noot 3 van blz. 149. 

5) Dus niet van de door (179) of (182) daarvoor opgegeven uit- 
drukking. 
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uit het vorige ontstaat door een der beide indices met 1 te ver- 
meerderen (zoodat dus op a:; òf a;…1; Òf as,;.1 volgt); als voor- 
beeld geven we: 

Aoos Lon Loes ies A13 Aoz A33 A43 A53 A54 eee 

We vragen nu naar het aantal zoodanige rijen, die met ax, man-—t 
eindigen. 

Zulk een rij bestaat uit m + n +1 elementen. In het geheel 
is (m + n)-maal een index verhoogd en wel k-maal de eerste en 
(m + n — k)-maal de tweede index. Daar men de k verhoogingen 
van den eersten index op Ch+„ manieren uit de m + n indexver- 
hoogingen kan uitkiezen, bedraagt het gevraagde aantal: 


k 
Oee 


Nu komt in ieder der C‚„ rijen één en slechts één element 
voor, waarvan de indexsom m bedraagt. Is a; „—: dít element, dan 
kan men (blijkens het boven gevondene) de daaraan voorafgaande 
elementen op Cm en de daarop volgende elementen ÓP 
manieren kiezen; van ai m—: tot Ax man-—r heeft men nl. n index- 
verhoogingen, waaronder ZR — í verhoogingen van den eersten 
index. Onder de C‚+„ rijen zijn er dus 


OE 
die het element a; „—; bevatten. Daar men aan í ieder der waarden 
Oee eee EVEN kans ekrijet men. zoo de’ formule (211): 


362. Men kan het betoog van n°. 361 meer meetkundig 
inkleeden door de daar beschouwde elementen voor te stellen 
door in verticale en horizontale lijnen gerangschikte stippen, 
waarvan het geheel een rechthoek vormt met A+ 1 rijen en 
mn l—k kolommen; het element a;; is dan de stip uit 
de it 1ste rij en de j + 1ste kolom. Gevraagd wordt nu ket 
aantal zigzaglijnen, waardoor men twee overstaande hoekpunten 
van den rechthoek, links-boven en rechts-onder, met elkaar kan 
verbinden; hierbij is onder een zigzaglijn een gebroken lijn te 
verstaan, die telkens van een stip naar de daaronder of naar de 


En 


1) Zie het in n°. 359 opgemerkte. 
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rechts daarvan geplaatste stip loopt, zooals nevenstaand figuurtje 
aangeeft. 
ooo no okto’ to vo Het gevraagde aantal bedraagt Chn, 
0 IE RA ® daar ieder der zigzaglijnen uit m + n 
lijnsegmenten !) bestaat, waaronder A, die 
naar beneden loopen. 
lee ter Van ieder der zigzaglijnen bevindt 

| zich het uiteinde van het mè lijnseg- 
o © © @ oo ° o—a Ee 5 

‚ment op een lijn, die onder een hoek 

e ° @ ° ° °° °_° van 45° van rechts-boven naar links- 
onder verloopt. In de figuur (waar m =8, n=5 en k=6 geno- 
men is) zijn de zich op die schuine lijn bevindende stippen 
zwaarder geteekend. Het aantal zigzaglijnen, die over een bepaalde 
dezer stippen loopen, wordt gevonden als het product van het 
aantal zigzaglijnen, waardoor die stip met het beginpunt, en het 
aantal zigzaglijnen, waardoor die stip met het eindpunt der zig- 
zaglijnen kan worden verbonden; het aantal zigzaglijnen loopende 
over de stip uit de i + 1st® rij en de m + 1 — id° kolom bedraagt 
dus C5,CH* waaruit men door sommeering over de verschillende 
waarden van i het getal C‚,,„ verkrijgt. 


EP eN A bere 
den 


o o o 


363. Driehoek van Pascal. Zonder van de beschouwingen 
van n°, 354 gebruik te maken kan men de bíinomiaalcoëf- 
ficiënten bepalen door achtereenvolgens 

(a) Oi OIC in OEM OER Re 
te ontwikkelen, waarbij men steeds de reeds gevonden ontwikke- 
ling met a + b te vermenigvuldigen heeft en dit product volgens 
de distributieve eigenschap uit te werken. Daarbij ontstaan de 
coëfficiënten van iedere ontwikkeling door van de coëfficiënten der 
voorafgaande ontwikkeling telkens twee opvolgende op te tellen. 
Het volgende voorbeeld diene om dit duidelijk te maken: 
(Aant O le Oe AL Ost OAD elen a 
dkar dt) 
aö + 4atb + 6a3b? + 44% + abt 
ADE MAD DA DS eres D erb 
(AOP dt OGO LOOD 


1D. w.z. lijntjes, die van een stip naar de daaronder of de rechts 
daarvan geplaatste stip loopen. 
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Daar het alleen om de coëfficiënten te doen is, kan de be- 
rekening tot het volgende schema teruggebracht worden: 


enz. 

Dit schema, waarbij de van 1 verschillende getallen gevonden 

worden door de beide daar schuins-links en -rechts boven staande 

getallen op te tellen, wordt de driehoek van Pascal genoemd }. 

De bínomiaalcoëfficiënten van pn zijn de getallen in de n + 1ste 
rij van het schema. 


1) Brarse PascaL (1623—1662) geeft in zijn „Traité du triangle 
arithmétique” van 1662 het schema in den volgenden vorm: 


Em to Pae 0 l Er bs | 
Dd Mets 9) DME. Od 
Ole 202 "06 

1 4 10 20 35 - 56 84 
DELERS Re 071126 

IRG ee LD 0 al 20 

1 sA 28, 84 

l 8 

en 

l 


Voor het jde getal der kde rij geeft PascaL de uitdrukking 
k(k +1)....(R + j —2) 
PT ee 
kende, zij het ook dat hij deze niet uitdrukkelijk heeft uitgesproken. 
We merken verder nog op, dat men een soortgelijke groepeering der 
binomiaalcoëfficiënten als in den driehoek van Pascar reeds bij MICHAEL 
StiFreL (1486 —1567) in zijn „Arithmetica integra” van 1544 aantreft. 
Ook in een Chineesch geschrift van Tscnu scn1 Kin uit het jaar 1303 
treft men de berekening der binomiaalcoëfficiënten (tot en met de 8ste 
macht) uit den driehoek van PascaL aan. 


zoodat hij de formule (208) van n°. 355 
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364. Uit den driehoek van PascaL kan men ook de formule 
voor een willekeurigen binomíiaalcoëfficiënt n‚, den coëfficiënt van 
a”-PbP in de ontwikkeling van (a + 6)’, afleiden; hierin is n‚ dus 
het p + 1ste getal van de 7 + 1s® rij van het schema. 

Men kan nl. den driehoek van PascAL vormen door te be- 
ginnen met het getal 1 in den top van den driehoek, dit getal 
links- en rechts-onder over te schrijven, vervolgens deze getallen 
l weer links- en rechts-onder over te schrijven, enz., waarbij dan 
meerdere getallen 1 in een zelfde vakje komen te staan, aldus: 


jl RDM a beg l 

Door de getallen 1 uit een zelfde vakje op te tellen ontstaat 
de driehoek van PASCAL. 

Wanneer men ieder getal 1 uit bovenstaand schema door een 
lijntje verbindt met het getal 1, waaruit het door overschrijven 
ontstaan is, verkrijgt men een zigzaglijn, die in het getal 1 in 
den top van den driehoek begint en uit schuin naar beneden 
(naar links of naar rechts) loopende lijnsegmentjes bestaat. leder 
getal l uit het schema behoort dus bij zulk een zigzaglijn, terwijl 
omgekeerd ook iedere zigzaglijn van de genoemde soort voorkomt. 

Hieruit blijkt, dat ieder getal uit het schema gelijk is aan het 
aantal zigzaglijnen van de beschouwde soort, waarmede het met 
het getal l in den top van den driehoek kan worden verbonden. 

Dit aantal nu is voor het getal n, gelijk aan C5. De zigzag- 
lijnen, die van het bovenste getal 1 (of O,) naar rn, loopen, be- 
staan nl. uit z lijnsegmenten, waarvan er (van boven naar beneden 
gaande) p naar rechts en n — p naar links loopen. Nummert 
men die n lijnsegmentjes (weer van boven naar beneden), dan 
kan men de rangnummers der p naar rechts loopende willekeurig 
uit de getallen 1, 2, 3, ...., n kiezen, hetgeen op C% manieren 
geschieden kan. 
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365. Formule voor de macht van een polynomium. Onder 
een polynomium of veelterm verstaat men een som van een 
willekeurig aantal termen, dus een uitdrukking van den vorm: 

rh En ok Ee lars (212) 

We zullen nu de zd° macht van dezen m-term ontwikkelen op 
soortgelijke wijze als dit in n°. 353—356 voor de nd macht van 
atb geschied is. Daar men bij het uitwerken een som van 
termen verkrijgt, waarvan ieder een product ís van z factoren 
(waarbij uit ieder der n gelijke factoren (212) een term als factor 
optreedt), en dezelfde term meermalen optreedt, is reeds aan- 
stonds te zien, dat men door volledige ontwikkeling en rang- 
schikking geraakt tot een som van termen van den vorm: 


tse dg. rai 
FEEN EN a, Ao... ‚am alle mogelijke waarden (nul 
inbegrepen) aannemen, waarvoor aan 
nen ede tn (213) 
voldaan is. De coëfficiënt Az‚z,.... zm hangt uitsluitend van de expo- 
nenten, a... en CHNTIEL VAG GELASTEN Deens Ameat. 


366. De ín n° 365 besproken ontwikkeling kan worden 
verkregen door herhaalde (mz — l-malige) toepassing van het 
binomium van NEWwTON, dat we ín den eenvoudigsten vorm (209) 
geschreven denken (zie n°. 356). Men vindt zoo eerst (a, + as +43)” 
door dit te ontwikkelen als 

(a, + 49) + 43}”, 
vervolgens (a, + a3 + as + 44)” door dit te ontwikkelen als 
((a, + Az + 43) + 44)”, 

enz., waarna dan in het eerste geval de machten van a, + a, en 
in het tweede geval de machten van a, + a, + az verder ont- 
wikkeld moeten worden &). Op deze wijze komt de volgende 
coëfficiënt van den algemeenen term der ontwikkeling van 
(EH At: Am)? voor den dag: 

nl 


ee en SN EN EN" s 
a, | jd ee AAE 


(214) 


Algem 


1) We laten deze ontwikkelingen hier weg, daar ze in n°. 368 bij 
het bewijs van m op m + l in meer algemeenen vorm gegeven worden. 
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Men vindt zoo: 


ata at ale lan a 
waarbij men onder het S-teeken alle termen van den aangegeven 


vorm opnemen moet, waarvoor aan de betrekking (213) voldaan is. 


367. De formule (215) is blijkbaar juist voorn = 1, Aan (213) 


is dan nl. alleen te voldoen door een der getallen a, as, .…. „ am 
gelijk aan 1 te nemen en de overige nul. Door b.v. a, = 1 te 
nemen (dUS “gs sd an em =O) Saat Peter sOndeneE 


E-teeken in a, over. 
Ook geldt (215) voor n =0 (vergelijk n°. 356). Dan is aan 
(213) alleen voldaan door 
A ENE redenen 
zoodat de som in het tweede lid van (215) slechts uit één term 
bestaat, nl: 


ERN 10 0 
(Or aja)... As 


Deze term is 1, dus naar behooren gelijk aan het eerste lid. 


368, De in n°. 366 aangeduide afleiding der formule (215) 
komt neer op voortdurende vergrooting van het aantal termen 
van het grondtal (212), dus op volledige inductie naar m (zie 
n°. 62 en 63). Het bewijs loopt nu aldus. 

Neemt men de juistheid van (215) voor de n4° macht van een 
m-term aan, dan vindt men de nde macht van een (m + 1)-term 
aldus: 


(a, Has +... Fame)" = Sa, + as +. + am) Hamsik = 


nl nù a 
eds CRETS lea + dp dt am) de 


ii. N — Ami)! 
mrd: 
n ! 
EE \ nn: Em +1 A md VAV NIOD 
en (2 — Amri)! Amor! M+L ma) laa! am! 5 
Sm lan 


Bij het tweede (rechts staande) X-teeken is a,1 standvastig 


1) Volgens den in (209) aan het binomium van Newton gegeven vorm. 
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(d. w. z. voor alle termen onder dit S-teeken dezelfde), terwijl 
aan «, %, ...., 4m al die waarden moeten worden toegekend, 
waarvoor aan 
OREN enen Amer li E15 

dus aan 

eet Amen (216) 
voldaan is. Door den factor, die voor het tweede E-teeken staat, 
onder dit X-teeken te brengen (d.w.z. daarachter te plaatsen) *) 


vindt men: 
Nn 


nl er & 
Honea Wear ENT hd hà ari 251 ‘As me m+l 
+ . 


m+l « 
Em+1T 


Hiervoor kan ook geschreven worden: 


| 
(a, Has +... Ham)= % ni. 


oan 
EFT 1 ) . ’ 
nd zeef m+l 


waarbij de sommeering over alle waarden van a;, a, ... …„ 4m+1 
moet worden uitgestrekt, waarvoor aan (216) voldaan is. Hier- 
mede is dan de formule (215) voor een (m —+ I)-term verkregen. 

Daar nu (215) juist is voor m = 2 (daar ze dan niets anders 
is dan de formule (209) van n°. 356), ís hiermede het bewijs 
geleverd. 

Ook kan men als uitgangspunt m = 1 nemen, voor welk geval 
de formule (215) een tautologie is. 


369. Tweede bewijs der formule voor de macht van een 
polynomium. Een zeer eenvoudig bewijs voor de formule (215) 
van nê. 366 verkrijgt men door het eerste lid te ontwikkelen 
zonder de commutatieve eigenschap der vermenigvuldiging toe 
te passen en alleen gebruik te maken van de beide distributieve 
eigenschappen (54) en (55) van n°. 99, Van een samenvoegen 
van gelijke termen is dan geen sprake. Zoo vindt men b.v: 

(Area ede 1 Og Ee 
EE sede 0e ted doet dr de Ur tr Ord St U, dart dad Aert 09 Ait 
Oene deduai alhisehe Osse t 0s0r0s Os Orie 
eit dr eer Oud et eet 0 Arte O4 te 
Et Ue00e iede tr 0sdet i 0sdadert de det 


I) Dit komt neer op toepassing van de distributieve eigenschap der 
vermenigvuldiging; zie noot 1 van blz. 149. 
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zat Put Pint A4 Mo Fiad Di Bh ml AO bete Pe Do Dn ol Pitar 
zita dich Agde Ais tn 01 ST A40 Ode Eee 
zt 0, 08031 0, 05 0g + 000, A3 H 03080) 1 GOT Ori ddr 
tad 0 gts 050 dat OLO 0 Oa OTRA 
iq, ARE Or 0r 1 UR A4 ts OT GT OLO ARE 
at PDair OR ml PU PC are Pom Oel AT 


Op deze wijze ontstaan groepen van termen (zooals b.v. 
aïas, a,a,a,, a,aï), die tengevolge van de commutatieve eigen- 
schap gelijk zijn. Het gaat er dus nog slechts om na te gaan 
hoeveel termen tot de verschillende groepen behooren; het aantal 
termen van zulk een groep wordt dan na toepassing der com- 
mutatieve eigenschap van de vermenigvuldiging een coëfficiënt. 

Om dus den coëfficiënt van a, ‘a, *....a,” in de ontwikke- 
ling van het eerste lid van (215) te bepalen heeft men slechts 
na te gaan in hoeveel vormen die term tengevolge van de 
commutatieve eigenschap te schrijven is, dus op hoeveel manie- 
ren men de n factoren, waarvan er a, gelijk zijn aan a,, as 
aan @, enz, rangschikken kan. Dit is echter niets anders dan 
de in n°. 340 gestelde vraag, waarop in n°. 341 het antwoord 
gegeven is. Voor het aantal rangschikkingen, dus voor den coëfficiënt 
VAO een Ge vindt men derhalve de uitdrukking in het 
tweede lid van (214). 

Bij dit bewijs behoeft het binomium van NEWTON niet eerst te 
worden aangetoond, maar komt dit als een bijzonder geval 
(m = 2) der algemeene formule voor den dag. 


370. Derde bewijs der formule voor de macht van een 
polynomium. Men kan de formule (215) ook geheel onafhan- 
kelijk van de theorie der permutaties en combinaties, door vol- 
ledige inductie naar den exponent n aantoonen. Ook daarbij 
behoeft het binomium van NEWTON niet eerst bewezen te worden. 

Men krijgt zoo wel het meest rechtstreeksche bewijs dier for- 
mule. Een nadeel van dit bewijs kan geacht worden, dat het de 
uitdrukking in het tweede lid van (215) niet van zelf doet ont- 
staan, maar daarbij die uitdrukking zonder voorafgaande moti- 
veering wordt neergeschreven. Aan de bewijskracht doet dit echter 
niets af. 
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371. Om nu het in n®. 370 bedoelde bewijs te leveren be- 
ginnen we met op te merken, dat (215) juist is voor n= 1 (zie 
n°. 367) *). Aangetoond moet dus nog worden, dat ze juist is 
voor den exponent n + 1 als ze dat voor den exponent zn is. 

We kunnen dus de formule (215) aannemen en hebben daaruit 
de formule af te leiden, die uit (215) ontstaat door daarin n door 
nt 1 te vervangen. Daartoe vermenigvuldigen we beide leden 
van (215) met a, + a +.... + Am. Het eerste lid gaat dan in 


(a, + a, +.... + Am)"*! over, het tweede lid in een som van 
termen van den vorm: 

Derde Braga RAE afm, (217) 
waarin: 

rbe benen Fl (218) 


is. Nu ontstaat de term (217) uit evenveel termen van de som 
in het tweede lid van (215) als het aantal van nul verschillende 
demsexponenten 6 voer... Ôm bedraagt, Is b.v. © 0, dán 
levert de term 


nl | LAT 2! 25 @3 2 
3 e/s fe 


Men vindt dus: 
nl Or nl\ 
B EN Pe (LG 
Fifa Pm 27 6! Om) 6! 6! Erf SEE 


waarbij de sommeering over die waarden van j moet worden 
uitgestrekt, waarvoor @; > 0 is. Men kan dan echter even goed 
de sommeering over de waarden 1, 2,....,m van í uitstrekken, 
daar de termen, die daardoor mogelijkerwijze aan de som worden 
toegevoegd, toch nul zijn. Volgens (218) gaat (219) dan verder 
over in: 


Baes en SAT BT. Bal 
Hieruit blijkt, dat door vermenigvuldiging van beide leden van 


1 Ook zou men als uitgangspunt kunnen nemen het geval n —= 0, 
waarvoor de formule ook reeds geldig is (zie n°. 367). 
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(215) met a, + ag + .... + Am de formule ontstaat, waarin (215) 
overgaat als men an door n +1 vervangt; hiermede is de stap 
van A op n +1 verricht. 


372. Aantal termen in de ontwikkeling van de macht van 
een polynomium. Wanneer men in het tweede lid van (215) 
(zie n°. 366) de gelijke termen niet tot één enkelen term (voor- 
zien van een coëfficiënt) vereenigt krijgt men mm” termen. Door 
vereeniging van gelijke termen wordt het aantal termen kleiner. 
Dit aantal is gelijk aan dat der herhalingscombinaties van m 
elementên m{(nlsar 0e snert) STOEPEN VAA WZI DG 
en 337), daar in ieder der termen n dier m elementen voorkomen, 
die daarbij willekeurig vaak herhaald mogen worden. Het aantal 


termen bedraagt dus C\, dus: 


7 Hamers Et Allie eN Een ML Srl lned Dn 

eee n\ (m —1)! (nm — 1)! 

In verband met het in n°. 366 gevondene beteekent dit, dat 
aan de betrekking (213) van n°. 865 op Cm+n—i manieren door 
aantallen kan worden voldaan, hetgeen men ook uitdrukt door 
te zeggen, dat de vergelijking (213) (waarin a, «,....…, 4m de 
onbekenden zijn) Cm+n— oplossingen heeft. We laten het aan den 
lezer over dit rechtstreeks door volledige inductie naar m + n 
aan te toonen (vergelijk n°. 339). 


373. Men kan de termen van het tweede lid van (215) in 
groepen verdeelen zoodanig, dat de termen van een zelfde groep 
uit een er van ontstaan door de exponenten a, a3,...…, 4m OD 
andere wijze over.de getallen a,-4s,...…, 4m te verdeelen; iet 
aantal termen van zulk een groep bedraagt mm! als de exponenten 
Aj, Agy. « > 4m alle verschillend zijn. Komen onder die exponenten 
echter í gelijke voor, terwijl de overige exponenten alle verschillen, 

| 
Sr komen er í gelijke 
en j gelijke onder voor, terwijl de overige exponenten verschillend 


dan wordt het aantal termen der groep 
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zijn, dan bevat de groep TA termen, enz. (zie n°. 340 en 8341). 


Zoo krijgt men b.v. bij de ontwlkkeling van 
at Dar Cd) 


(waarbij m = 4 en n = 8 is) in het geheel 


id ass (ae 
AEN 


termen. Hieronder komen voor: 


s=4109 


| 
8 —= 4 termen vanden vorm a® &) (coëfticiënt 
4 ne etn 
A 12 termen van den vorm a?b ®) (coëfficiënt 71 
Bie Din 194 B 62 ffi t 8! 
5, _— l2termen van den vorma (coêtficiën 61 21 
4! 6 8! 
DTe 12 termen van den vorm aêbe (coëfficiënt 6ì 
es kas 194 d 53 fficiënt se 
Ien ermen van den vorm a (coëfficiën ET 
Al == 24 termen van den vorm a®b?e (coëfficiënt EN 
41 B 
nn 4 termen van den vorm a5bed _ (coëfficiënt 5i 
4 6 d ps fi ere 8 
org — 6 termen van den vorm a (coêtficiën Al Al 
Al == 24termen van den vorma*bêc (coëfficiënt En 
4! SN d 4b2c? fi 1 Öl 
ay _=— 12termen van den vorm a*b?c? (coëfficiënt 5, 
4! ap? 8! 
Di = 12 termen van den vorm atb?ed (coëfficiënt — 4191 
4 12t d sh5C? ffi den À 
5, _— 12 termen van den vorm a®b?c (coëtficiën 31312! 
logie 6t d SbScd (coëfficiënt 
orgj — 6 termen van den vorm a®b?c ( 31 31 


1) Hiermede zijn bedoeld de termen a?, b°, c* en d°. 


2) Hiermede zijn bedoeld de termen a?’b, ab°, a?c, ac’, enz. 
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81 

El —= 12 termen van den vorm a®b?c°d (coëfficiënt En — 1680), 
| | 

7 = lterm vanden vorm a°b?c°d? (coëfficiënt TE 0 20 


374. In het voorbeeld van n°. 373 vervallen de 165 termen 
in 15 groepen, waarbij de termen van een zelfde groep door 
verwisseling der letters a, b, c‚ d uit elkaar ontstaan. 

Het aantal der groepen is gelijk aan het aantal manieren, 
waarop het getal 8 als som van 4 getallen (die ook nul en 
onderling gelijk mogen zijn) geschreven kan worden. Algemeener 
is het aantal groepen, waaruit de termen van het tweede lid der 
formule (215) van n°. 866 bestaan, gelijk aan het aantal manieren, 
waarop het getal n als som van m getallen geschreven kan 
worden. 


375. Verdeelingsprobleem. Is m = 7, dan kan rn niet als 
een som van meer dan m natuurlijke getallen geschreven worden. 
Het in n®. 374 beschouwde aantal is dan dus hetzelfde als het 
aantal manieren, waarop het getal n als som van natuurlijke 
getallen (onverschillig hoeveel) te schrijven is. 

Stellen we dit aantal door V, (verdeelingsgetal van 7) voor, 
dan is: 

VEN RVE Ve Ve EO VE In 

Varlet Nek OO Ve 

Zoo zijn b.v. de 22 manieren, waarop het getal 8 als een som 
van natuurlijke getallen te schrijven is: 

Sales b EZ ban lelie O de dn le Dt Lenn 
=AtStl=4 22e ll delalen teen led neden 
eksha tiet rd Wine be Anr Andhra rd kar tt shae arke Aap al= 
il Zat ter ele en eeen en 
nd ht bard eed baret Ont Hd bd nbr har donde d ben 


3876. Bij de vraag naar de splitsingen van het getal n ín een 
som van termen kunnen die termen ieder der getallen 1, 2, 8, 
tZeL S SAUS reen kZEkersaanlaikleLmens sCSlnzeKen 
aantal termen 2, enz. Is x, het aantal termen k (welk aantal 

natuurlijk ook nul kan zijn), dan is dus: 
ra rr mg Oe 1 (221) 
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Het in n°? 375 beschouwde verdeelingsgetal V, is dus ook op 
te vatten als het aantal oplossingen der vergelijking (221), d. w. z. 
het aantal manieren, waarop aan die vergelijking kan worden 
voldaan door aan X, X,...… X„ (de onbekenden) bepaalde 
waarden toe te kennen. 

Voor n=6 zijn de 11 oplossingen in het volgende tafeltje 
opgegeven: 


x 
5 
X 
Ko, 
25 
& 


Ch bn en A Ce Kn Pek 
Kn pek ede OI Cdn Ct libele 
Gl CA ed et ed ed 
me en Gem am 

pmen om jm nn en ee 
Gd Ke em md ek 


Ò 


377. De vergelijking (221) is een bijzonder geval van 


Ee ie an PE enk (A (222) 
waarin C, €, ...., C, en b gegeven natuurlijke getallen voor- 
stellen, terwijl Xx, X, ...., X„ onbekende aantallen zijn. De 


vraag naar het aantal oplossingen van vergelijkingen van deze 
soort wordt het verdeelings- of partíitieprobleem genoemd. 

Zijn de getallen c,, c5, ...., c, alle 1, dan ís het aantal oplos- 
singen niets anders dan het aantal termen in de ontwikkeling 
Vann (dread veert)? (zie. n°. 365), dus, gelijk aan Giet 
FZ te re 2): 

Het is híer niet de plaats om op het zeer interessante en 
moeilijke partitieprobleem verder in te gaan ©). We volstaan met 
op te merken, dat men de vraag op allerlei manieren wijzigen 
kan, waarbij vooral van belang is het geval, dat men de verge- 
lijking (222) door 


1) Zie overigens n®. 695. 
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2 
Ons fr Gan SE bike Was L Cy, Xn == b 
vervangt. 


378. Geheele rationale functie van x. Onder een geheele 
rationale functie van x, ook wel veelterm in x genoemd, ver- 
staat men een uitdrukking van den vorm 


OelakOe aal Ao Aal eee n (223) 
of korter geschreven: 


m 
N arxt. 
k=0 

Hierin, zijn @,, dier; Om gegevenssetallen;rdiesdencoefin 
cliënten van den veelterm genoemd worden, terwijl men aan x 
verschillende waarden kan toekennen. Men drukt dit uit door 
te zeggen, dat x veranderlijk is. Om aan te geven, dat men 
Xx willekeurig kan aannemen, noemt men x ook wel de onafhan- 
kelijk veranderlijke. 

Het getal m wordt de graad der geheele rationale functie (223) 
genoemd. Ondersteld wordt daarbij, dat a» niet 0 is, daar anders 
de term a„X” voor ieder getal x nul is en dus kan worden 
weggelaten; de graad van den veelterm is dan < m. De graad 
kan dus gedefiniëerd worden als de grootste exponent behoorend 
bij een van nul verschillenden coëfficiënt. 

We merken nog op, dat een geheele rationale functie ook 
lineair genoemd wordt als haar graad 1 is, kwadratisch als haar _ 
graad 2 is, kubisch als haar graad 8 is en bikwadratisch als 
haar graad 4 is. 


379. De uitdrukking (223) stelt een getal y voor, dat bekend 
is zoodra x bekend ís, dus een getal, dat van y afhangt. Men 
noemt y daarom de afhankelijk veranderlijke. 

Dat het getal y door het getal x bepaald is, wordt ook uitge- 
drukt door te zeggen, dat y een functie van x is. Deze uit- 
drukking bezigt men ook als y op geheel andere wijze van x 
afhangt (b.v. y = 2”). De geheele rationale functie is dan ook een 
zeer bijzonder geval van een functie van x. 

Een in nog hoogere mate bijzonder geval van een functie van 
x heeft men als bij iedere waarde van x dezelfde waarde van 
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y behoort. Men noemt de functie van x dan een constante. Met 
de benaming „afhankelijk veranderlijke” is dus slechts bedoeld, 
dat y in het algemeen voor verschillende waarden vatbaar is, m. a. 
w. dat y niet noodzakelijk steeds dezelfde waarde behoeft te 
hebben, echter wel kan hebben. 

Een van nul verschillende constante is als een geheele rationale 
functie van x van den nulden graad te beschouwen. Immers de 
uitdrukking (223), waarin am + 0 is, gaat voor m = 0 over in 
A, waarin ag +0 is. 


380. Ontwikkeling van de „f° macht van een geheele 
rationale functie. We beschouwen de n° macht van den veel- 
term (223), dus 

ORT No attente OA E. (224) 

Deze kan volgens de formule (215) van n°. 366 ontwikkeld 
worden. In verband met de formules (67), (70) en (71) van nf. 
119, 122 en 123 vindt men zoo: 


Weleer rk ener lt PE We 


nl lg Ui %o a a, + 2d Jagt. Mam 
De ANRA Oene A 
dolor dant: om! 
Hierbij moet de sommeering worden uitgestrekt over alle 
waarden der exponenten, die aan 
Bnei 1 (226) 
voldoen. 


381. Uit (225) ziet men, dat de n4° macht van een geheele 
rationale functie, die van den graad m is, een geheele rationale 
functie van den graad mn is. De grootste waarde, die de exponent 

ir PE ee vand ede (227) 
kan aannemen, wordt nl. verkregen door in (226) a, = aj = «3 = 
voet Smi =0 en ap =n te nemen. De eenige term van den 
graad mn is dus: 

dmt 
hiervan is de coëfficiënt niet nul, terwijl termen van hoogeren 
graad niet voorkomen. 


382. Men kan het laatste lid van (225) naar opklimmende 


(225) 


PZ 


machten van x rangschikken, d. w. z. alle termen samennemen, 
die dezelfde macht van x bevatten. Men vindt dan: 


iaer pearitben neer RA 


Alosta ant RAK fe en neren (228) 
De hierin voorkomende coëfficiënten A, A, A», ....…, Amn 
hangen van de coëfficiënten a, a, ds, ... … Am der oorspronke- 
lijke geheele rationale functie af. Zoo is b.v: 
A, = a", 
A Ln 
A, = nap”—ta, + dl Hin. Je o7-2a,?, 


nRT) 


Ur ncde 
6 


Arae deet Ve ee Oe 


de Oee -— 
rd ere VGB mn ma) 
an neen UE enke 4 

A= nüjtlacken(niesn tapt an da) 


n(n—l)(n—2)(n—3) 
5 3 


Ar =D Oet AL IE ee UT 


CE Ae LE ek 


nn 2), oa ?asHa, 49°) + 


) dm Paalse 


‚Mr me me Ale) 
120 

Bij deze opgave van den coëfficiënt A; is ondersteld, dat n > 3 
is. Is dit niet het geval, dan moeten in de uitdrukking voor 
A; die termen worden weggelaten, waarin aftrekkingen voorko- 
men, die niet mogelijk zijn. Zoo is b.v. voor n =3: 

ApS ket ONO Oena dale elen Onee Oeoks 
de volgende term wordt nul wegens den factor n — 3, die nu 
nul is, terwijl de daarop volgende term wordt weggelaten omdat 
daarin een onmogelijke aftrekking (nl. 3 — 4) voorkomt. 

Bij de formule voor 4; is de onderstelling m > 4 niet bepaald 
noodig, daar men, als b.v. m = 4 is, slechts a, als gelijk aan nul 
te beschouwen heeft. 

Natuurlijk gelden soortgelijke opmerkingen ook voor de overige 
coëfficiënten van het tweede lid van (228). 


Aoi Rans 


383. De ín (228) voorkomende coëfficiënt Ap wordt verkregen 
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door uit het tweede lid van (225) de termen te nemen, waarvoor aan 
BiZa OON Man SR (229) 
voldaan ís. Door m = k te onderstellen kan hiervoor geschreven 
worden: 
eenn Oke vianee t Rpeit 
daar men dan aan ap+1, Ap+2, Enz. toch de waarde nul moet 
toekennen om aan (229) te kunnen voldoen. Men komt zoo dus 
weer op het in n°. 375 en 376 genoemde verdeelingsprobleem. 
Het in n°. 376 voorkomende schema kan daarbij dienen om den 
coëfficiënt A, neer te schrijven, hetgeen we verder aan den lezer 
overlaten. 


984. Stelling van Fermat. We beschouwen de formule (215) 
van n®. 366 voor het geval, dat n een priemgetal is. Volgens 
(214) is 


nl= a, lag! .... em! Aaa, ...a (230) 

Is geen der exponenten a, «3, ....… «am gelijk aan n, dan zijn 
desfactoren wansards agt, ores ant. (d, wetzodesjactoren.-2, 3, .x). …, 
Oe eee tee a ete AO Op: 7/0 deelbaar; 


daar ze alle < n zijn. Het eerste lid van (230), dus ook het 
tweede lid, is echter door n deelbaar, zoodat (volgens de tweede 
formuleering der eigenschap van n°. 199) El at door » 
deelbaar is. 
Hieruit blijkt, dat alle in het tweede lid van (215) voorkomende 
coëfficiënten, met uitzondering van de coëfficiënten van aî, a5, 
…… Am (welke coëfficiënten 1 zijn) door n deelbaar zijn '). In 


de ontwikkeling van 

(kao ed ew A Older kts mt). ACSI) 
zijn dus alle coëfficiënten door n deelbaar, zoodat (231) door r 
deelbaar is. We vinden dus: 


1) In het bijzonder vindt men, dat C% door n deelbaar is als n 
priem en O< p <n is. Men heeft daartoe m — 2 te nemen. 
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ls neen priemgetal, dan is de uitdrukking (251) door n deelbaar. 

Men kan dit ook zoo uitdrukken: 

ls n een priemgetal, dan is de n?® macht van een veelterm 
verminderd met de som van de n?° machten der afzonderlijke 
termen door n deelbaar. 


385. Neemt men in (231) 
sere 

dan gaat de eigenschap van n°. 384 over in: 

Is n een priemgetal dan is m" — m deelbaar door n. 

Voor m” — m kan ook 

m{m"—! — 1) 

geschreven worden. Is nu m niet deelbaar door n (hetgeen 
insluit, dat m niet nul ís), dan ís dus, volgens de eigenschap van 
n°. 198, mm”! — | door n deelbaar ís. Men heeft dus: 

Is n een priemgetal en m niet door n deelbaar, dan is m"—! — 1 
door n deelbaar. | 

Deze zeer belangrijke eigenschap staat bekend als de stelling 
van Fermat ’). 


386. Stelling van Euler. Uit het binomium van Newton leidt 
men gemakkelijk af: 

ls a — b deelbaar door p!, waarin p een priemgetal en l = 1 
is, dan is aP — bP deelbaar door p!+!. 

Uit het onderstelde volgt nl.: 

OORD 
ar =(b + vp!)P = 

— bp + pbP-lup! + CpbP2upl + Chbr-tuSpdl +... vepel, 

dus: 
ap — bP = belypltt + Cibr up? +... + vepel, 

Daars2L =elinilas zijn alle stermenmnmhetstweedenlidsder 

laatste gelijkheid door p!*! deelbaar. 


387. /s p een priemgetal en a niet door p deelbaar, dan is: 


ll 
a? Gore) eet 1 


door p! deelbaar (l = 1). 


1) Pierre DE FERMAT (1601—1665) heeft deze stelling in 1640 mede- 
gedeeld. 
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We bewijzen dit door volledige inductie naar /. Voor l = 1 
is de eigenschap niets anders dan de stelling van FERMAT (zie 
n°. 385). Verder volgt uit de juistheid der eigenschap voor een 
zeker getal / (in verband met de eigenschap van n°. 386), dat 


1 l 
(a? LT Pe pr Aes 7 


door pl*t deelbaar is, waarmede de stap van lop l+1 ver- 
richt ís. 

Voor p=2 en l=ô kan bij de in de eigenschap genoemde 
uitdrukking de exponent l — 1 tot l — 2 verlaagd worden, zoo- 
dat die uitdrukking dan door 

nel 

kan worden vervangen, Immers de stap van / op {+ 1 kan als 
boven worden verricht, zoodat nog de juistheid voor l= 3 (dus 
de deelbaarheid van a* — 1 door 2° =8 als a oneven is (moet 
worden aangetoond. Dit nu volgt uit a? — 1 = (a — 1) (a + 1) 
in verband daarmede, dat a — 1 en a+ 1 beide even zijn en 
(daar ze 2 verschillen) een van beide door 4 deelbaar ís. Men 
heeft dus: 

Is a oneven en l = 3, dan is 

Amel 
door 2! deelbaar. 


388. Is at — b' deelbaar door HN a? — b° deelbaar door Has 


. bed i i - u u ; 
enz. en eindelijk a* — b * deelbaar door n‚, dan is a — b ‚waarin 
v een gemeen veelvoud van ü, i,... „ i» is, deelbaar door het 
kleinste gemeene veelvoud van n,, ns, Np. 


Het getal v is nl. te schrijven als ív,. Dan is: 
a — b® =ah% — bh — (a)”s Tel (blt. 


Volgens het in n°. 164 gevondene is a’ — b? dus deelbaar 


door af — bh, dus door 1, (zie de eigenschap van n°. 141). 

Evenzoo is a? — b? door ieder der getallen 7, n3, ...…, nx deel- 

baar, dus ook door het K.G.V. van 7, zs,...., nx (zie n°. 192). 
389. Js 


WP De en Dh, (232) 
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waarin p;, Ps, .-. … Pr verschillende priemgetallen zijn, terwijl a 
onderling ondeelbaar is met n‚ dan is 
a —Ì 
deelbaar door n, waarin v een gemeen veelvoud der getallen 
al cre|| : Xr sl 

Pi (Aisne EDE OOR Det LEER Denk) (233) 
E 

Dit volgt uit de eigenschappen van n°. 387 en 388 als men 
voorsdesgetallensn Set Ht vansnokSoSnresp. 

Dier Dor, A PD gl (234) 

neemt voorrdemsdetallen. "4 Teen EOCEEN ZO INE 


b=1 stelt. Men heeft dan verder nog te bedenken, dat de 
getallen (234) onderling ondeelbaar zijn, en dus hun product 
(d. 1. 7) tot K.G.V. hebben (zie de eigenschap van n°. 193). 

Is: een “der“ptiiemsetallen” poepen des DD. Ver Dr Sel Ka arke 
en de bijbehoorende exponent a, = 3 (m. a. w. is het getal z 
door 2% = 8 deelbaar), dan kan men (volgens de tweede eigen- 
schap van n°. 387) het eerste der getallen (233) door 2 deelen 
en dus door 24”* vervangen. Bijgevolg kan de eigenschap aldus 
worden aangevuld: 

Ís 

n= Jente dan 5 pik, 
waarin p;, Pa, .---, Pr verschillende oneven priemgetallen zijn, 


a=d is en a onderling ondeelbaar met n, dan is 
K 


da L 


deelbaar door n, waarin K het K.G.V. der getallen 
Iers Preto ND en Dee eee (Deel 

voorstelt. | 

De hierin voorkomende notatie wijkt eenigszins af van die der 
vorige eigenschap, daar het aantal verschillende priemfactoren 
van 7 nu niet k, maar k +1 is. 

390. Het product der getallen (233), waarvoor ook 

WD) Der) ere De eme 
PiPs «Pe (235) 

geschreven kan worden, wordt door v(n) voorgesteld. Op de 
beteekenis van dit getal komen we later terug (zie Hoofdst. VII, S 2). 
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Door in de eerste eigenschap van n°, 389 voor het getal v het 
product der getallen (233) te nemen, vindt men ín het bijzonder: 
Zijn de getallen a en n onderling ondeelbaar, dan is | 


«(z) 

gf 

door n deelbaar is; hierin is «(n) een afkorting voor de uitdrukking 
(235), waarin p‚, pz, „Px de verschillende priemfactoren van n zijn. 


De toevoeging „verschillende” dient om aan te geven, dat een 
priemfactor van n,‚ die meerdere malen (dus met een exponent 
> 1) in 2 voorkomt, in de uitdrukking (235) slechts eenmaal _ 
moet opgenomen worden. 

De eigenschap, die een uitbreiding van de stelling van FERMAT 
is (daar toch o(n) =n — 1 is als n een priemgetal is) wordt de 
stelling van Euler genoemd }). 


l) LEONHARD EureR (1707—1783) heeft deze stelling in 1760 bewezen. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde. 12 


$S 4. Eigenschappen betreffende de deelers van 
een getal. 


391. Bewijs der eigenschap van n°. 205. We beschouwen 
twee getallen b en c, die we beide ín priemfactoren ontbonden 


denken. Zijn p,, Ps,..-…, Px de priemgetallen, die in minstens 

een der getallen 5 en c voorkomen, dan kan men schrijven: 
b=pifipsf: pik, (236) 
C=pi pile npt. (237) 


Hierbij kunnen sommige der exponenten ook nul zijn. Komt 
b.v. het priemgetal p, alleen in 4 voor, dan is y, = 0. Wel kan 
natuurlijk worden aangenomen, dat 4, en 7, niet beide nul zijn, 
evenmin als G, en 7, enz. 

Uit (236) en (237) volgt: 

bc = p‚f1 tip, feta ie ‚pT Yr 


Hieruit blijkt, dat in een veelvoud van het getal b de priem- 
factoren van b alle voorkomen met denzelfden of grooteren 
exponent. 

Heeft men omgekeerd het getal 


depp... pet, (238) 


Doren Opr 


waarin: 


d, =é, à 


IV 


dan is: 
db ne): 
dus d deelbaar door 5. 

Hieruit blijkt de juistheid der eigenschap van n°. 205. Door 
de invoering van exponenten nul heeft het nu gegeven bewijs 
een meer overzichtelijken vorm gekregen dan dat van n®. 205 
doordat het niet meer noodig is onderscheid te maken tusschen 
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priemfactoren, die in beide getallen, en priemfactoren, die ín 
slechts één der getallen voorkomen. 


392. Men kan de eigenschap van n°. 205 ook aldus formu- 
leeren: 
Een getal is dan en alleen dan een deeler van het getal 
n= Pin. Drek (232) 
als het geen andere priemfactoren bevat dan die van n en deze 
voorzien zijn van denzelfden of kleineren exponent. 
Hieruit blijkt, dat iedere deeler van het getal n te schrijven 
is als | 
b= pipe pik _ (239) 


. waarin: 
A 
ó, = aak) Ja eN Agy vee 6 S hj. (240) 


Omgekeerd is het getal (239) steeds een deeler van n als aan 
(240) voldaan is. 


393. Aantal deelers van een getal. In (239) kunnen ook een 
of meer der exponenten 6, $,,...., @, nul zijn. Bij den deeler 
b van het door (232) aangewezen getal n heeft dus 5 een der 
a, + l waarden 


OENE, 
B, een der a, + 1 waarden 
VOR ns rt 


enz. Daar men ieder der mogelijke waarden van $, combineeren 
kan met ieder der mogelijke waarden van @,, enz, heeft men: 

Het aantal t(n) der deelers van een getal n bedraagt 

nan st Ilan eg te 1), (241) 

waarin a, %, .….… ak de exponenten zijn, waarmede de ver- 
schillende priemfactoren van n in n voorkomen *). 

Hierbij zijn het getal l en het getal n zelf als deelers van rn 
medegerekend. Voor den deeler 1 is: 

Gs... e= 0 

en voor den deeler 7: 


B, =a;, be == Ee Pic 


1) Dit blijft juist als men priemfactoren, die niet in rz voorkomen, 
beschouwt als in ”» voorkomend met een exponent nul. 
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Als voorbeeld nemen we het getal 2520 =2%.3°.5.7. Dit 
bezit 4.3.2? = 48 deelers. Deze zijn: 


ij 2 ge 25 nde oe A2 
2.3 VGA LMS 12000 NZ 

3 Nn 2D 

ie 112 7 TL OTO DTI 5 TN 
3.793 4783 ATV Sr 51203 5712 BEDE 
32,712.32.7 92 32.7 25.32.732. 5.7/2.32.5.7|22.3°.5. 


394. Uit de eigenschap van n°. 393 volgt, dat het aantal 
deelers van n steeds even is behalve als de exponenten a, as, 
…, a alle even zijn, dus als n de tweede macht van een 
zeker getal is; het getal n wordt dan een vierkant of kwadraat 
genoemd. 

Dit blijkt ook (zonder het aantal deelers te bepalen) daaruit, 
dat de deelers van n in paren complementaire deelers (zie n°. 138) 
te verdeelen zijn. Alleen als n een vierkant, dus n= m° is, blijft 
daarbij een deeler over, nl. mz, die aan zijn complementairen deeler 
gelijk is, waardoor het aantal deelers oneven wordt. 


395. Uit de eigenschap van n°. 393 volgt verder nog: 
Zijn m en n onderling ondeelbaar, dan is aan 
t(mn) = t(m) . Én) (242) 
voldaan. 

De juistheid hiervan is ook onmiddellijk daaruit in te zien, dat 
men de deelers van man verkrijgt door telkens een deeler van zz 
met een deeler van n te vermenigvuldigen en deze producten 
alle verschillend zijn. 

Zijn echter m en n onderling deelbaar, dan kan een deeler 
van mn, die een gemeenschappelijken priemfactor van m en zn 
bevat, op meerdere wijzen als een product van een deeler van mz 
en een deeler van n geschreven worden, zoodat dan 

t(mn) < t(m) . fn) (243) 
is. Het blijkt dus, dat in ieder geval voldaan is aan 

t(mn) S t(m) . t(n), | 
waarbij het geliĳkteeken dan en alleen dan geldt als m enn À 
onderling ondeelbaar zijn. We laten het aan den lezer over dit 
uit de formule (241) af te leiden. 


pe ann he ne a 


aen OD GM nt ad EE er ae od, 
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396. Maakt men onderscheid tusschen het product ab en het 
product ba, dan is het getal n op f(n) manieren als een product 
van twee factoren te schrijven, daar men voor den eersten factor 
ieder der fn) deelers van zn nemen kan. Let men niet op de 
volgorde der factoren, dan wordt het aantal ontbindingen in twee 


factoren ig, of On al naar gelang 7 niet of wel een kwadraat 
is; in het laatste geval zijn er Les ontbindingen ín ongelijke 


en één ontbinding in gelijke factoren mogelijk. 

Maakt men gebruik van de notatie H voor het partiëele quo- 
tiënt der deeling van a door & (zie n°. 168), dan kan het verkregen 
resultaat aldus worden geformuleerd: 

Een getal n is op 

| atd De DE 


2 
manieren als een product van twee factoren te schrijven als men 
niet let op de volgorde der factoren. Hierin zijn a,, a, ………… ax 


de exponenten, waarmede de verschillende priemfactoren van n 
in n voorkomen. 

We merken verder nog op, dat een getal n met k verschillende 
priemfactoren (die echter meervoudig kunnen zijn, d.w.z. met een 
exponent > 1 in n kunnen voorkomen) voor k= 1, dusn > 1, 
op 2-1 manieren als een product van twee onderling ondeelbare 
getallen te schrijven is. Dit is nl. gelijk aan het aantal manieren, 


waarop het product p; pz ....px der verschillende priemfactoren 
van # als een product van twee factoren te schrijven is; immers 
uit zulk een ontbinding van p‚ps.... px vloeit één en slechts één 
ontbinding van nin twee onderling ondeelbare factoren voort door 
de priemgetallen p,,p,,....,pxin ieder der beide factoren van 
PiP: «… ……- Px te voorzien van de exponenten, waarmede ze in n 
voorkomen. 


397. We vragen nu naar het aantal deelers van n, die een 
veelvoud van een gegeven deeler b van n zijn. Dit aantal bedraagt 
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daar de genoemde deelers ontstaan door b met de deelers van 


5 te vermenigvuldigen. Is het getal b door (239) aangeduid, 


dan kan voor het gevraagde aantal ook geschreven worden: 
(oe Fl) (a Tl)... (eer 1 — 4). 
Voorkb sel (waardoor gi eee ORO LNE 
dit resultaat in de eigenschap van n°. 393 over. 


398. Som der deelers van een getal. We gaan over tot de 
bepaling van de som S(n)) der deelers van het door (232) 
aangewezen getal n. Deze deelers vindt men door ieder der 
deelers van het getal 

Ni =P1P2 + Pret 
achtereenvolgens met ieder der getallen 
Wear RD 
te vermenigvuldigen. Volgens de algemeene distributieve eigen- 
schap voor een product van twee factoren is dus: 
S(n) = SN) (l + pie + pi H.+ pr). 

Evenzoo is: 

S(Nii) = S(Ni-2) . (1 + Pat hee nt Dn : 


waarin: 
ALI 


NED 
Zoo doorgaande vindt men: 
SU) (IP APE ree Pr LSD Dota ee et 


(ld pir tpi tp 0 pe dpi... Hpi). (244) 

De juistheid hiervan is ook onmiddellijk in te zien door het 
tweede lid volgens de algemeene distributieve eigenschap van 
een product van een willekeurig aantal factoren (zie n°. 102) als 
een som van (a, + 1) (ag + 1)... (ax +1) termen te ontwikkelen 
(waarbij men tevens de eigenschap van n°. 393 terugvindt). Men 
krijgt dan nl. als termen alle getallen van den vorm (239), waar- 
voor aan de ongelijkheden (240) voldaan is (zie n°. 392), dus 
juist alle deelers van het getal n. 

Volgens de formule (113) van n°, 164 kan verder voor (244) 
nog geschreven worden: 


1) Hiervoor wordt ook het teeken Jm) gebezigd. 


183 


Beblavop onm ble 4 ard 1 


S(n) = pi” emiel ld, na Tied neeh (245) 
ener Nl did sh ed Der) ld EDS Denen Al 
Is b een deeler van n, dan vindt men blijkens het in n°. 397 
opgemerkte voor de som der deelers van n, die een veelvoud 
van den deeler b van n zijn: 
n 
ps{ | 
Uit de formule (244) of (245) leest men af, dat als m en n 
onderling ondeelbaar zijn aan 
S(mn) = S(m). S(n) (246) 
voldaan is. Dit volgt ook weer rechtstreeks uit het in n°. 395 
omtrent het ontstaan der deelers van mn opgemerkte. 
Op laatstgenoemde wijze vindt men verder, dat 
S(mn) < S(m). S(n) 
is als m en n onderling deelbaar zijn. We laten het aan den 
lezer over dit uit de formule (244) af te leiden. 


399. Om de som S‚(n) der q*° machten van de deelers van 
het getal n te vinden merken we op, dat deze machten de 
termen zijn, die bij de ontwikkeling van het product 


(lHpf pl dp HB pl H+ pi) 
(lpt pl... tp) 


ontstaan. Hieruit blijkt, dat dit product de gevraagde som is, 
dus dat men heeft: 


Sy(n) = (Ì + pf 4 pi... pi) 1 +34 pH. + p52%) 


ll tpi pt... pr) = 
> rel) en De el fie 2u Er 
TEE EE BAE ts 
Hierin liggen de formules (244) en (245) van n°. 398 als het 
bijzondere geval g = 1 opgesloten. Ook de formule (241) van 
n°. 395 ligt in (247) opgesloten, nl. als het geval q = 0, daar de 
som van de nulde machten der deelers niets anders is dan het 
aantal deelers; men moet nu voor S‚(n) het tweede lid van (247) 


nemen, daar het derde lid voor q = 0 geen zin heeft. 


400. Product der deelers van een getal. Het product P(n) 
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der deelers van het getal n wordt gevonden door iederen deeler 
van n met zijn complementairen deeler te vermenigvuldigen en 
het product van al deze t(n) producten te vormen (waarin t(n) 
het aantal deelers van „ voorstelt). Hierbij wordt echter ieder 
op n deelbaar getal tweemaal ín rekening gebracht, nl. als deeler 
en nog eens als complementaire deeler, zoodat men zoo niet 
P(n), maar {P(n)}* verkrijgt. 

Daar nu het product van twee complementaire deelers van zn 
juist n ís, vindt men: 

LP}? = nt, (248) 

Is n geen kwadraat, dus fn) even (zie n°. 394), dan kan hier- 

voor geschreven worden: 


ek 
EIS 


TAS 
terwijl men als 1 = m? is heeft: 
ALE) BIE 
Is a? = b, dan wordt a de wortel uit b genoemd en als Vb, 
geschreven *) (iets, waarop we later nog uitvoeriger terugkomen). 
Met deze notatie kan men in ieder geval het verkregen resultaat 


aldus uitdrukken: 
P(n) = Van 


401. Zijn de getallen m en n onderling ondeelbaar, dan volgt 
uit de formule (248) in verband met de eigenschap van n°, 395: 
(P(mn)} Me (mr)tonn) ol (mrt … tan mi 
= {MED ED {ED} — { Pm) } 4 { P(n) } 4m. 

Hieruit volgt, dat als m en n onderling ondeelbaar zijn vol- 
daan is aan: 
P(mn) = {P(m)}® {P(n) } en. 
Omgekeerd is hieraan alleen dan voldaan als m en n onder- 
ling ondeelbaar zijn. Immers zijn m en n onderling deelbaar 


1) Het getal b is dan een vierkant. Is b niet nul, dan komen in b 
alle priemfactoren met even exponenten voor. Het getal a = 1/b ver- 
krijgt men door die exponenten alle door 2 te deelen. Hieruit ziet men 
tevens, dat a door b ondubbelzinnig bepaald is. Dit blijkt trouwens 
ook daaruit, dat uit a, >> a; volgt: a,° > as’. 
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(dus > 1), dan geldt de ongelijkheid (243), waaruit men op 
dezelfde wijze als boven afleidt (lettend op mn > 1): 
Pmn) < {Pn)@ , (P(an) tom, 


402, Eigenschappen betreifende grootsten gemeenen deeler 
en kleinste gemeene veelvoud. Uit de beschouwingen van 
van nê. 391 en 392 blijkt: 

De getallen 


nk Ay „Zo 4. 
app, Di 


en 

b= pipe pis 
hebben 

C = pipi? Breed pik 
tot G.G.D. en 

OSE d 

= PiP +: Pi 

tot K.GV. Hierin zijn p‚‚, py, .…….., Pr de priemfactoren, die 
in minstens één der getallen a en b voorkomen, terwijl y:; het 
kleinste en ò; het grootste der getallen «; en B; is (i — 1, 2,....…k). 


Het spreekt van zelf, dat dit tot den G.G.D. en het K.G.V. 
van meerdere getallen uit te breiden is. 

Bovenstaande formuleering der ook in n° 206—208 voorko- 
mende resultaten wordt eerst door invoering van exponenten nul 
mogelijk. 


403. De eigenschap van n°. 190 (tweede formuleering) vloeit 
direct uit de eigenschap van n®. 402 voort door op te merken, dat 


mtd =d 


menmneert nl, òf y; —oj, dj =p òf yr= bd = ar 

Ook ziet men zoo, dat bij meer dan twee getallen het product 
dier getallen een veelvoud is van het product van den G.G.D. 
en het K.G.V- dier getallen en dat beide producten dan en alleen 
dan gelijk zijn als iedere twee der getallen onderling ondeelbaar 
eit. Zijn nl, 4,,-as,..:., dr (n'>-2) die getallen en’ ee, 
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en de exponenten, waarmede de priemfactor p daarin voorkomt, 
dan kan zonder beperking 


Crohn een (249) 
ondersteld worden. Is P het product, G de G.G.D. en K het 
K.G.V. van a,, 49, ... … An, dan komt p in P met den exponent 
e tret re tn We On meden expotentsenssln MATE Ren 


exponent e„, dus in GK met den exponent &, + e„ voor. Nu is: 
er (ae eeen 
waarbij het gelijkteeken dan en alleen dan geldt als 
Eels 

is. In verband met (249) volgt hieruit, dan ook e, = 0 ís, zoodat 
de priemfactor p in hoogstens één der getallen a,, a, ... … Gn 
voorkomt. Is dit met iederen priemfactor het geval (hetgeen 
beteekent, dat de getallen a,, a, ...., 4x Onderling ondeelbaar 
zijn), dan is P = GK en anders niet. 


404. De eigenschap van n®. 190 ís aldus tot meerdere getallen 
uit te breiden: 
Is P het product der getallen 
TOPS U en ies (123) 
G de grootste gemeene deeler der Ch producten van telkens k 
der getallen (128) en K het kleinste gemeene veelvoud der Ci 
producten van telkens n — k der getallen (123), dan is: 


SAC (250) 
5 p een priermfactot,diesrespeneisdenexponenten nennen 
e‚ (waarvan eenige nul kunnen zijn) in a, 4, ...… An vOOr- 


komt, dan kan weer worden aangenomen, dat aan de ongelijk- 
heden (249) voldaan is. 
De factor p komt dan in G met den exponent 

Sn nee ene 2 

en in K met den exponent 
ereen en reden 

dus zoowel in GK als in P met den exponent 

Er ea ek 
voor. Bijgevolg komt iedere priemfactor in GK en in P met 
denzelfden exponent voor, waaruit men tot (250) besluit. 
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405. In de eigenschap van n°. 404 ligt als bijzonder geval 
(k=l of = n — 1) opgesloten, dat het product P der getallen 
irt Or err On Welijkenls 


1°. aan het product van den G.G.D. der getallen a,, a,,...., an 
en het K.G.V. der getallen Ld ie te in ket 
Dad: rj 
20, aan het product van het K.G.V. van a,, a,,... „ an en den 
HD EE NE AD 
Re Qn 


Door n= 2 te nemen gaat zoowel de eene als de andere dezer 
eigenschappen in die van n°. 190 over. 


GET LCONIS WAAN AN Tets KiCT Ve Van desde. +. dn. en 
G de G.G.D. van Le zee Be ten voorstelt, blijkt ook gemak- 
Beds dn 


kelijk zonder van de ontbindingen der getallen in priemfactoren 
gebruik te maken. Is g de G.G.D. der getallen 


KK K 
Den a, RC AE Aen 
dan ís . door ieder der getallen a,, a,, ...., an deelbaar, dus 


ook door K; bijgevolg is g= 1. De G.G.D. der getallen 
KE KP KP 


a” a, anke an 


is dus P, terwijl die G.G.D. K-maal zoo groot is als de G.G.D. 


van AE ke ERS En dus gelijk aan KG. 


406. Als toepassing bewijzen we de eigenschap: 

De grootste gemeene deeler G der C5** kleinste gemeene veel- 
vouden van telkens k—+ 1 der getallen (123) is gelijk aan het 
kleinste gemeene veelvoud K der C‚ * grootste gemeene deelers 
van telkens n — k der getallen (123). 

Komt nl. de priemfactor p met de exponenten €, £, ...., En 
in Q,, As, ...., An voor en is aan de ongelijkheden (249) voldaan, 
dan komt p zoowel in G als in K met den exponent e‚.1 voor. 
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407. Als verdere toepassing noemen we nog de volgende 
eigenschap :. 

ls G; het product der grootste gemeene deelers en K; dat der 
kleinste gemeene veelvouden vande C‚ producten van telkens i der 
DeLUllen Ar Urn ee en GOILMLSE 


GI°Ks = KEG. (251) 
De“priemfactof p, die metde exponenten €, € eten il 
de getallen a,, 49, ...., An voorkomt (waarbij weer aan (249) 
nt is), komt nl. ín G; voor met den exponent 
tee el Hie Gr 2 °2 dE GE 3 £3 EA mi Gr Ja Ci En—i+l = 
n—i+tl 
Dn ED Chars 
jal 


en in KG met den SP RASE 
25 ej! 
GE en + Ch-aeni + Cos bonnie EG nt Gre 


n—i+l 
zee Gest En y Gi es; 
ji 
beide exponenten gaan in elkaar over door «,‚ met zc, te ver- 
wisselen, e, met e„—, enz., dus in het algemeen e; met en. 
In het eerste lid van gal) komt p dus voor met den exponent 


(8e) DS Cjsj + DO = 


j=l j=8 


EON DEU DD ) — 


jl J=2 


= (fn — 1) (n — Ye, HD (nt — 2 Hij =jt De = 
J=2 


= NW (NP —2n +2) — jn —j + IJ} (252) 


Hieruit vindt men den exponent van p in het tweede lid van 
(251) door «; door e„—j+1 te vervangen. Beide exponenten zijn 


1) We hebben hierbij een term met j = n toegevoegd, welke term 
toch nul is. 

2?) We hebben hier een term met j = 2 toegevoegd, die nul is. Zie 
verder n®, 629. 


een be ne 
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dus gelijk, daar voor (252) ook geschreven kan worden (zooals 
door vervanging van j door n —j +1 blijkt): 


n 


De (a ml JZ} amc IN —j ej 1) Fen—j+1- 


jl 
Voor n= 4 besluit men uit (251) tot: 
GK — Ks Us. 

Hierin zijn G, en K, de producten van de grootste gemeene 
deelers resp. kleinste gemeene veelvouden der zes getallenparen 
(a, 42), (41, 43), (ar, 44), (Ao, A8), (ao, A4), (az, 44), 
terwijl G, en A; de producten van de grootste gemeene deelers 
resp. kleinste gemeene veelvouden der vier getallendrietallen 

(as, Az, A4), (Aj, Az, As), (Ar, Ao, Gi), (A1, Ao, 43) 
zijn. 

408. Getallenparen met gegeven G.G.D. en K.G.V. We 
vragen naar de getallenparen a, b, die een gegeven getal G tot 
G.G.D. en een gegeven getal K tot K.G.V. hebben. Voor het 
bestaan van zulke getallenparen is natuurlijk noodig, dat G een 
deeler van K is *), hetgeen we dan ook in het volgende zullen 
onderstellen. 


Zij: 
Vasso Fe 
CRD Doa Denn 
ò, 3, ò, 
K=pi pr Pe 
Dan ís dus: 
AN N \ 
nSNS oer IS 
terwijl ook sommige der exponenten 7, 72, …….-, 7x nul kunnen zijn. 


Twee getallen a en b kunnen alleen dan G en K tot G.G.D. resp. 
K.G.V. hebben als ze geen andere priemfactoren dan p;, Ps, …….., 
px» bezitten, dus als ze in den vorm 


Or Diane 

B, 25 B 

b=p1P? Ps 
te schrijven zijn. Die getallen voldoen dan en alleen dan aan 
de vraag als voor ieder der waarden 1, 2, ....,k van ide ge- 


1) Het zal blijken, dat die voorwaarde ook voldoende is. 
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tallen «; en 6, afgezien van de volgorde, dezelfde zijn als 
yien ò;, dus als men heeft: 
pr OL 

Is nu 7; < ò;, dan vindt men zoo twee stellen waarden voor 
a; en 3, terwijl men slechts één stel waarden vindt als 7; = d; is 
(nl. «; = (B; = y: =ò;). Zijn er j priemfactoren, die in G met een 
kleineren exponent voorkomen dan in KX, m. a. w. ís het quotiënt 
K:G in het bezit van j verschillende priemfactoren, dan heeft 
men bij j der exponenten a, a, ...., «p de keus tusschen twee 
waarden, terwijl na die j keuzen gedaan te hebben de getallen 
a en b bepaald zijn. Men kan deze dus op Y/ manieren kiezen. 

De zoo gevonden getallen a en & zijn ongelijk behalve in het 
geval dat G=K is). Is G<K, dan leidt men uit een stel 
waarden voor a en b een ander stel waarden af door a en hb te 
verwisselen. Daar men zoo hetzelfde getallenpaar behoudt, be- 
draagt dan het aantal gevraagde getallenparen 2/:2 = 2! We 
vinden dus: 

ls G een deeler van K en < K, dan zijn er Y-! getallenparen, 
die G tot G.G.D. en K tot K.G.V. hebben; hierin is j het aantal 
verschillende priemfactoren van K : G. 

We merken nog op, dat de gevraagde getallenparen als Ga’, 
Gb’ te schrijven zijn, waarin a’ en b’ onderling ondeelbare com- 
plementaire factoren van K:G zijn. Omgekeerd voeren twee 
onderling ondeelbare complementaire factoren a’ en b’ van K:G 
tot een getallenpaar Ga’, Gb’, dat aan de vraag voldoet, hetgeen 
we aan den lezer overlaten na te gaan. Hierdoor is het ver- 
kregen resultaat ook uit het aan het eind van n°. 396 opgemerkte 
af te leiden. Voor G = 1 zijn beide resultaten geheel dezelfde. 


1) Is G = K, dan is er slechts één getallenpaar, dat aan de vraag 
voldoet; daarvoor is a= b= G> K. 


S 5. Talstelsels. 


409. Voorstelling van een getal door cijfers. Zij g een 
getal > 1. Volgens de ongelijkheid (78) van n°, 126 is dan 


ia Dean We 
eme), 


„dus 27 > n, hetgeen ook nog geldt voor n= 1. Bijgevolg kan 
men voor ieder natuurlijk getal a een exponent n vinden (b.v. 
n= a), waarvoor g” >a is. 
Daar g° S a is, kan men derhalve het getal m zoo bepalen, dat 
Pe Oue (253) 
is; 2” is dan het grootste der getallen 
if Gen Tig teren on 
dat Sa is (zie de eigenschap van n°. 33). Natuurlijk kan m ook 
nul zijn; dít is het geval als a < g is. 


410. We vormen nu de getallen 
ENOS OTE Oe ee Oa (254) 
Het eerste dezer getallen ís volgens (253) S= a, het laatste > a. 


Is dus 
Gores 


het grootste der getallen (254), dat S a is, dan is: 
Oe ae Orte OE, (255) 
Blijkens (253) is cm een der getallen 
Ker A ni 


411. Uit (255) volgt: 


0OSa— eng" < g”. 
Van de getallen 


VA ende id AS) iden WEERTS AOW rd 
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is dus het eerste S a — emg”, het laatste > a — Cg”, zoodat 
men het getal ec: zoodanig bepalen kan, dat 
Cri Sne Cr 


is, dus: 
Creta ae Cn Onee (256) 
Hierin is Cp—i een der getallen 


Ond esp (257) 


412. Uit (256) volgt verder: 
OEE iste Crain ee 
waaruit men op dezelfde wijze als boven afleidt, dat onder de 
getallen (257) een getal c‚‚—2 voorkomt, waarvoor voldaan is aan: 
Hr lll ht le ag ler een EE 
UPO) Peri e Nanl d Caueh O 
Zoo doorgaande vindt men ten slotte: 
CHEER On OU CHE KR NCSE Ene 
Eme Emael Che LC OL 
Hieruit volgt: 
Rem CA sane Tanen den den A EN 
zoodat het eerste lid dezer ongelijkheid een der getallen (257) is. 
Noemen we dit c‚‚ dan is dus: 
TEEN PR en jn ar se iden. (258) 
of: d 
a= X eg. 


a 
We vinden zoo: 


ls g> l, dan is ieder natuurlijk getal in den vorm (258) te 
schrijven, waarin 
CHERCHE CAREN (259) 
tot de getallen (257) behooren, terwijl cn niet nul is. 
Deze belangrijke eigenschap wordt eerst door invoering van 
het getal nul geldig. 


413. Is het getal g eens en vooral aangenomen, dan is een 
natuurlijk getal door de rij getallen (259) volledig aangewezen. 
Hierbij moeten ook de getallen, die nul zijn, worden opgenomen 
om te doen zien bij welke machten van g ze behooren. 

Het getal a wordt aangegeven door de getallen (259), die de 
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cijfers van het getal genoemd worden, naast elkaar te schrijven aldus: 

Rip teen 040 Co); (260) 
zoodat ze van links naar rechts gelezen bij steeds lagere machten 
van g behooren. 


414. Talstelsel en grondtal. Om te weten welk getal door 
(260) wordt voorgesteld moet het ín de gelijkheid (258) voor- 
komende getal # gegeven zijn. Een bepaalde keus van g betee- 
kent een bepaalde wijze om een getal door cijfers voor te stellen. 
Zulk een wijze van voorstelling wordt een tafstelsel genoemd, 
terwijl g het grondtal van het talstelsel heet. Het talstelsel met 
grondtal g noemt men het g-tallig stelsel. 


415. De cijfers co, C, C5, ....r Cm van het getal (260) noemt 
men resp. het cijfer der eenheden, het cijfer der g-tallen, het 
cijfer der g°-tallen,...…, het cijfer der g”-tallen. Men zegt ook, 
dat het getal (260) c, eenheden bevat, c,‚ g-tallen, c, 2*-tallen, 
enz. Verder noemen we iden rang van het cijfer cj. 

De machten van het grondtal g, dus de getallen 

g =|, 8 id ge 8 es 
heeten de termen der schaal. Voor een term der schaal, b.v. 
net C=O Oe Het -getal. & 
wordt dus als 10 (niet uit te spreken als „tien”) geschreven, het 
getal g? als 100 (niet uit te spreken als „honderd'’), enz.; 2” 
wordt dus geschreven als 1 gevolgd door m nullen. 


416. Ondubbelzinnigheid der ontwikkeling in den vorm (258). 
Onderstel, dat in het tweede lid van (258) de getallen c, 
Cm «+. Co Willekeurig uit de getallen (257) gekozen zijn en 
wel zoodanig, dat c‚„ niet nul is. Uit (258) volgt dan ín verband 
U ER 4 
ren Oene Cal ek (Er oo 12. 


l) Hiervoor wordt, om verwarring met het product der getallen 
Cm, Cm-l) +--> Cy Cg te voorkomen, ook wel 
EERE NTA 
geschreven. We zullen echter het teeken ' ‚ dat /atieteeken 
genoemd wordt, niet gebruiken, daar de bedoeling uit het verband vol- 
doende duidelijk is. 
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Hieruit volgt in verband mel ec, +1 Sg: 
LE Cn Ane ene A CNE Nr 
waaruit weer wegens c + 1 Sg volgt: 
Uien EEn Olle er lr Oel Oe 
enz. Men heeft dus algemeen: 
UIEN EE A 0 en 1 Oee Co 


dus in het bijzonder: 
AS Cm" + (Cmt tr Dg", 


On (Gora LOA 
Daar cm + l Sg is, volgt uit de laatste ongelijkheid: 
Aers 

In verband met (258) besluit men hieruit tot (253) (zie n°. 409). 
Daar nu bij gegeven getallen a en g slechts één getal m aan 
de ongelijkheden (253) voldoet, is het getal m (dus het aantal 
cijfers van het getal a) door het getal a en het grondtal 2 
ondubbelzinnig bepaald. 


417. Uit de in n°. 416 gevonden ongelijkheden volgt verder in 
verband met (258), dat aan (255) voldaan is. Daar c„ (als a, 2 
en m bekend zijn) door de ongelijkheden (255) ondubbelzinnig 
bepaald ís, is em door de getallen a en g volledig aangewezen. 

Evenzoo besluit men tot (256), dus tot het ondubbelzinnig 
bepaald zijn van Cm—1i, enz. Men vindt zoo: 

Een natuurlijk getal is slechts op één manier in het g-tallig 
stelsel te schrijven, dus in den vorm (258), waarin de cijfers 
Cr Oni PE Or NEON CEI EI Erle U TESO 

Tevens blijkt uit de voorgaande beschouwingen, dat men de cijfers 
van een getal willekeurig uit de getallen (257) kan aannemen, mits 
zoo, dat het eerste cijfer (het meest links geplaatste) niet nul is. 

Dat het getal a slechts op één manier in den vorm (258) te 
brengen is, volgt ook direct daaruit, dat c, de rest der deeling 


1) Tot deze ongelijkheid kan men ook direct geraken door uit (258) 
af te leiden (bedenkend, dat Cx, Ck—2, .„ « > Cy Co hoogstens g£ — Ì zijn): 
asemgt LemigtTl + dr ergt F(E— DIl Hg FEES 

== Cm H Cm ZL +... + Cr igkt 1 + (ep + Dek — 1. 

?) Dit geeft tevens de splitsing in een som van zoo weinig mogelijk 

machten van 2 (nulde machten inbegrepen); zie n°. 858. 


EE, 
d 


Een 
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van a door g is, c,‚ de rest der deeling van het partiëele quotiënt 
door g,c, de rest der deeling van het tweede partiëele quotiënt 
door g, enz., dus steeds het laatst verkregen quotiënt weer door 
g deelend (nader hierover in n°. 482). 


418. Voorplaatsing van cijfers nul. In sommige gevallen biedt 
het voordeel de beperking, dat het eerste cijfer van nul verschilt, 
los te laten. Men kan dus aan het eerste van nul verschillende 
cijfer (van links naar rechts gerekend) een willekeurig aantal nullen 
laten voorafgaan, daar voor (258) b.v. ook geschreven kan worden: 

er Ot Orel Eg Eos 
voor het getal a kan men dus ook schrijven 
NO tent IEN CHE 
Zonder bepaalde reden wordt dit echter niet gedaan. 


419. Als voorbeeld van een geval, waarbij de voorplaatsing 
ven nullen voordeel oplevert, stellen we de vraag: 

Het aantal getallen < g” te vinden, waarin geen andere cijfers 
voorkomen dan 


Onna wieki ge). 
Deze getallen zijn alle met m cijfers te schrijven, die willekeurig 
uit de k getallen. 0, 1, 2, ...., R— 1 kunnen worden aange- 


nomen. Het aantal der gevraagde getallen bedraagt dus £”. 
Hierbij is het getal O0 (geschreven als m nullen) medegeteld, 
zoodat het aantal natuurlijke getallen, die aan de vraag voldoen, 
km — J bedraagt. 

Voor k=g vindt men voor dit aantal g” — 1, een uitkomst 
die onmiddellijk te voorzien is. 


420. Grooter en kleiner bij getallen in het g-tallig stelsel. 
Is a, in het g-tallig stelsel geschreven, een getal van m + 1 cijfers *), 
dus van den vorm (258), dan is voldaan aan de ongelijkheden 
(253) van n°. 409, dus a minstens g” en hoogstens g+! — Ì. 


1) Zoo het tegendeel niet gezegd wordt, is steeds ondersteld, 
dat het eerste cijfer van links (dus in het beschouwde geval cm) niet nul is. 
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Is a’ een getal van mm’ cijfers en m’ > m, dus m’ = m+ 1, dan is: 
EOV 
dus volgens (253) a’ > a. M.a.w. van twee getallen met ver- 
schillend aantal cijfers is dat met het grootste aantal cijfers het 
grootste. 


421. Vervolgens onderstellen we, dat a en a’ beide m cijfers 


hebben. Is 
Unet Choki never Colen 
ORT CEO K 
en ÍS Cn > Cm, dan is volgens de ongelijkheden (255) van n°. 410: 
Une (Cyril Od) 
zoodat bij gelijk aantal cijfers maar verschillend begincijfer het 
getal met het grootste begtncijfer het grootste is. 

(src la ANAAL ee Cs A IS VOIP CRS Za 

| On etri 

Cnd Bt eo dd. 

Evenzoo’ blijkt, dat Uik Cm Cima Cet Cmt Gre 
volgt a’ > a, enz. Bij getallen van hetzelfde aantal cijfers is 
dus dat het grootste, waarbij het eerste afwijkende cijfer, van 
links naar rechts gerekend, het grootste is. 


422. Tellen in het g-tallig stelsel, Daar het op een getal a 
volgende getal het kleinste der getallen is, die > a zijn, blijkt 
uit het in n®. 420 en 421 gevondene, dat het getal, dat op het in 
het g-tallig stelsel geschreven getal a volgt, verkregen wordt 
door het eerste cijfer van rechts gerekend, dat < g —l is, met 
1 te vermeerderen en de cijfers g — 1, die daar rechts van staan 
(zoo deze aanwezig zijn) alle door 0 te vervangen. Bestaat het 
getal a uitsluitend uit cijfers g — 1, dan moeten die (om het 
volgende getal te verkrijgen) alle door O0 worden vervangen, 

„terwijl daarvoor het cijfer 1 geplaatst moet worden; dit valt 
onder den vorigen regel als men voor de cijfers g — 1 een cijfer 0 
geplaatst denkt (zie n°. 418). 

Op Shet rgetals etna Mas RCHOTCERV OIS Id US PAIS TEN Dn 

Ge ae 
waarin C =C) +1 is. Evenzoo volgt op 
On Gr EPE ON 


vei nat 
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als c‚ <g—l en /l een afkorting voor g —1 is: 


| Bm Ortslee sene €001! 0, 
waarin Cj/ = C+ 1. In het algemeen volgt op 
Oron ba tCee dt be (le-Cijters /='p 1) 
als c‚ < 2 — 1 is: 
Enten erbeten 00 „Or (kT Ciiters 0}. 


waarin Cs —= CG + 1. 


423. Tot hetzelfde resultaat geraakt men door te bedenken, 
dat het op a volgende getal a +1 is. Is dus a door de gelijk- 
heid (258) van n®. 412 aangegeven, dan is het volgende getal: 
RO et Cte ect Celal 08 Teler ljan (261) 

Voor ec <2-— 1 is (met de notatie van n°, 422) voor a +1 
te schrijven: 

GG taan se ORO Cn 

Is &=l (dus c; + 1l=g) en c;<2— 1, dan vormen we 

(261) om tot: 
en nl etten le Gt (Cr S= 
etn Calre 

MOOD En == Lee gt vindt men: 

en ah vern OP ain (Car lo 
ennn Ce Ca DOS 
enz. 

424. In n°. 422 is een voorschrift verkregen, dat ons in staat 
stelt uit ieder getal het volgende af te leiden. Hoewel dit minder 
natuurlijk ís, had men dít voorschrift ook als uitgangspunt ter 
vorming van de onbepaald voortloopende getallenrij 1,2, 8,.... 
kunnen bezigen. Bij dat standpunt moet dan worden aangetoond, 
dat het door (260) voorgestelde getal aan (258) voldoet, waarin 
dan g het aantal ingevoerde cijferteekens is (0 medegerekend). 

Om dit bewijs te leveren moet dan eerst worden aangetoond, 


dat het getal 
[100 .. .. O (m nullen) (262) 


gelijk is aan 2”. Dit kan geschieden door het aantal aan (262) 
voorafgaande getallen, dus de getallen van minder dan m —- 1 
cijfers te bepalen. Op de in n°. 419 aangegeven wijze vindt men 
daarvoor, het getal O medegerekend, 2”. Daar nu ieder natuurlijk 
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getal gelijk is aan het aantal der voorafgaande getallen, 0 mede- 


gerekend, blijkt zoo, dat inderdaad het getal (262) gelijk aan g”is. 


Om het aantal getallen (O medegerekend) te vinden, die aan 
het door (260) voorgestelde getal voorafgaan, merken we op, 
dat daaronder voorkomen: 

2” getallen van minder dan m +1 cijfers, 

(Cn — 12” getallen van m + 1 cijfers, waarvan het eerste (van links) 


eer, derberalle TN Menn Ss 
Cm12" | getallen van m +1 cijfers, waarvan het eerste gelijk is aan 
Cm en hettweedesgen derrsoetallen 0, 1727 va Che 


Cm-2g"-? getallen van m +1 cijfers, waarvan het eerste en tweede 
esp. Cm Een Cm—i Zijn, terwijl het derde een der getallen 
ONE, EENS NCD eek JOS? 

enz. 

Op deze wijze ziet men de gelijkheid (258) ontstaan. 


425. Tweetallig en tientallig stelsel. Het eenvoudigste tal- 
stelsel is dat, waarbij het grondtal twee ®) (1 +1) is. Uit een 
theoretisch oogpunt zou dit stelsel aanbeveling verdienen. Het 
heeft echter het practische bezwaar, dat reeds kleine getallen een 
lange schrijfwijze verkrijgen. 

In het tweetallig stelsel heeft men slechts de cijfers O en 1. 
De natuurlijke getallen in de gewone volgorde zijn (volgens het 
voorschrift van n°, 422): 

1, 10, 4014 100, A015P1 10, A12 100000 1FELOLO 10 BESRIGOS 

1101, 1110, 1111, 10000, 10001, 10010, 10011, .... 

De aldus geschreven getallen worden dyadische getallen ge- 
noemd °). 


426. In alle beschaafde landen is als grondtal van het talstelsel 
het getal tien (aan te duiden als het aantal vingers van beide 
handen, waaraan deze keus ongetwijfeld haar ontstaan te danken 
heeft, of wat misschien nog beter is als 14141414141 


1) We schrijven hier niet 2, daar dit teeken in het tweetallig stelsel 
niet voorkomt. [mmers het getal twee wordt daarin als 10 geschreven. 

2) De uitvinding van het tweetallig stelsel wordt wel aan den 
Chineeschen keizer Fu mi (omstreeks 2852 v. Chr.) toegeschreven. 
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ll +&1l+#1) ) in gebruik. De zoo verkregen beknopte en 
overzichtelijke schrijfwijze der getallen, die als een vinding van 
de grootste beteekenis te beschouwen is ?), is van de Voor-Indiërs 
afkomstig 5%) en door de Arabieren omstreeks 800 tot ons gekomen. 

De getallen in het tientallig of decimale stelsel, die dekadische 
getallen heeten, worden met behulp van de bekende cijferteekens 


OA Dd Oe 0,100 
geschreven f). 


427. We merken nog op, dat het níet aangaat het in n°. 426 
beschouwde talstelsel als het 10-tallige aan te duiden, daar men, 
om te kunnen beoordeelen welk getal met 10 bedoeld wordt, 
moet weten in welk talstelsel 10 geschreven is. Neemt men 
daarvoor juist het talstelsel, dat men bezig is te definiëeren, dan 
wordt het grondtal uit den aard der zaak door 10 voorgesteld, 
zoodat ieder ander talstelsel, even zoo goed als het tientallige, 
10-tallig genoemd kan worden. Door deze aanduiding „10-tallig’’ 
is het talstelsel dus niet gedefiniëerd %). 


1) Ook is het getal tien aan te duiden als het getal, dat in het 
l + 1 = tweetallig stelsel als 1010 geschreven wordt. 

2) Men vergelijke slechts de gebrekkige Romeinsche schrijfwijze der 
getallen. 

35) De tijd van het ontstaan dier schrijfwijze laat zich niet met zeker- 
heid aanwijzen. De oudste Indische oorkonde, waarin het cijfer 0 voor- 
komt, is van het jaar 738 na Chr. De Indische oorsprong van ons 
talstelsel is den laatsten tijd ook in twijtel getrokken. 

t) Op deze schrijfwijze zijn we vroeger reeds enkele malen (zie b.v. 
n°. 197) vooruitgeloopen. Daar ze echter algemeen bekend is en het 
slechts voorbeelden betrof, zijn we over deze afwijking van de geregelde 
volgorde heengestapt. 

5) Men heeft hier met een niet-praedicatieve definitie (zie n°. 282) 
te doen, daar zoo het talstelsel door middel van het grondtal en het 
grondtal weer door middel van het talstelsel gedefiniëerd wordt; voordat 
de gevormde begrippen vaststaan worden ze dus reeds toegepast. De 
onbepaaldheid, waartoe de definitie voert, is te vergelijken met de in 
de noot van blz. 122 voorkomende onbepaaldheid. 

Definiëert men een talstelsel T' door het grondtal 11 geschreven in 
het talstelsel T, dan krijgt men een onmogelijkheid, niettegenstaande 
Il stellig > 1 is en ieder getal > 1 als grondtal van een talstelsel te 
bezigen is. De oorzaak der paradox is natuurlijk weer het niet-praedica- 
tief zijn der definitie. 


200 


428. Tweede bewijs van de stelling van Fermat. We laten 
hier een bewijs van de stelling van FERMAT (zie n°. 385) volgen, 
dat berust op de beschouwing der getallen van n cijfers geschreven 
in het g-tallig stelsel. Laat men ook getallen toe, die met een 
of meer nullen beginnen (zie n°. 418), alsmede het geval, dat 
alle cijfers nul zijn, dan bedraagt het aantal dier getallen 2”. 

leder der g” getallen gaat in een ander of hetzelfde dier ge- 
tallen over als men de cijfers daarvan cyclisch verwisselt, à. w. z. 
het tweede cijfer tot eerste maakt, het derde tot tweede, enz. en 
als laatste cijfer het eerste van het oorspronkelijke: getal neemt, 
dus het getal 

Osip eN. ar CR Ch (263) 
vervangt door 
Cn2Cn—3 « - « « CrCgCn—l: 

Wanneer men van het nieuwe getal weer de cijfers cyclisch 
verwisselt, en dit nog verder herhaalt, heeft men, na in het ge- 
heel n cyclische verwisselingen uitgevoerd te hebben, uit (263) 
de n de getallen 


‚ Cn-Cn-3ln—4 « » ee EC} Co Cris 
Cn—3Cn—aln—5 « « « « Co Cn—lCn-2) 
Cn—aCn—5Cn—6 « « « « Cp—1ln—-2n—3) 
Ci Co Cal mena C4 C3 Cg » 
Co Cn—1Cn—2 ernie nie C3 Co Cj s 


Cn—1Cn2Cn—3 « « « « Ca -C7 Cp 
afgeleid. Het laatste dier getallen is weer het getal (263), waarvan 
we zijn uitgegaan. 

Zij het gi° der n bovenstaande getallen het eerste, dat aan 
(263) gelijk is (q Sn). Dan zijn de eerste q dier getallen alle 
verschillend, daar, als het {de getal gelijk was aan het kie(k <l Sg), 
het (ll — I)ste getal gelijk zou zijn aan het (ek — I)“t® enz. en dus 
het (l — k)é° getal gelijk aan (263), hetgeen wegens /— k <q in 
strijd is met de beteekenis van het getal g. 

Is g <n, dan is het (g +1) der n getallen gelijk aan het 
eerste, het (q + 2)de gelijk aan het tweede enz., zoodat men de 
eerste q getallen in dezelfde volgorde terugkrijgt. Daar het nde getal 
gelijk is aan het qe°, maar van ieder der aan het gee voorafgaande 
getallen verschilt, is n = 2g. Voor n > 2q krijgt men de eerste 
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q getallen nog eens, enz. Op deze wijze blijkt, dat de n getallen 
uit twee of meer groepen ieder van g getallen bestaan (welke 
groepen onderling niet verschillen), waaruit verder volgt, dat q een 
deeler van n is. Dit laatste is ook nog geldig voor q = n en 
dus in ieder geval juist. 

Is nu n een priemgetal, dan kan dus q slechts 1 of n zijn. 
Voor g=l is het eerste der n uit (263) afgeleide getallen aan 
(263) gelijk, dus 

Cp S Cn Cn—2 = Cn «+0», Cg SC Cp SCG Co =S Cn-tb 
zoodat dan alle cijfers van (263) gelijk zijn; de n uit (263) aîge- 
leide getallen zijn dan alle aan (263) gelijk. Dit geval doet zich 
bij 2 getallen voor, het uit g nullen bestaande getal medegerekend. 

Voor ieder der 2” — g overige getallen van n-cijfers is q =n. 
leder dier getallen behoort dus tot een groep van n getallen, die 
alle verschillend zijn en uit een er van (onverschillig welk) door 
cyclische verwisseling der cijfers ontstaan. Die 2” — g getallen zijn 
derhalve in groepen ieder van n getallen te verdeelen, waaruit blijkt, 
dat g" — g, di. g(g"* — 1), door n deelbaar is. Is nu g geen 
n-voud, dan is dus 2”! door n deelbaar (zie de eigenschap van 
n°. 198), waarmede de stelling van FERMAT ís aangetoond. 


429. In het voorgaande bewijs is niet wezenlijk van de theorie 
der talstelsels gebruik gemaakt, daar de talstelsels slechts gediend 
hebben om het bewijs een eenvoudige inkleeding te geven. Het- 
zelfde bewijs kan dan ook zonder van talstelsels te spreken gefor- 
muleerd worden. 

Hiertoe heeft men te bedenken, dat een getal in het g-tallig 
stelsel op te vatten is als een manier om aan ieder der getallen 
1, 2, 8, ...., n (de rangnummers der cijfers) een der cijfers 
0, 1,2, ....,g—l toe te voegen (waarbij ook ieder dier cijfers 
meerdere malen gebezigd kan worden), dus als een belegging 
der getallen 1, 2, 8, ...., n met elementen eener uit g elementen 
bestaande hoeveelheid (zie n°. 131). Men kan nu het bewijs zoo 
formuleeren, dat men van zulke beleggingen spreekt en niet van 
getallen in het g-tallig stelsel. 


S 6. Het rekenen in talstelsels. 


430. Omvorming van een som van machten van g tot een 
getal in het g-tallig stelsel. Zooals blijken zal, komt men zoo- 
wel bij de optelling als bij de vermenigvuldiging van getallen in 
het g-tallig stelsel tot uitdrukkingen van den vorm 

AN de AE er Eg ed Rn AR (264) 

Zijn „de. hierinsvootkomendes getallen Za nt ten enne En 

alle < g, dus getallen van één cijfer (of nul), dan ís het getal (264) 


onmiddellijk als 
bible sea aba la bo 


in het g-tallig stelsel neer te schrijven. 
Dit 1s “ook noe direct” mogelijksalssvansdescetallens tee bnen 
ot bn tg slechtst = 2 1s, Alleensis @rsaiteverschil daten 
niet één cijfer van het getal (264), maar meerdere cijfers van dat 
getal levert. 
Is nl. (in het g-tallig stelsel geschreven): 
bm bink Um eer elen 
(waarbij nu de indices niet de exponenten der bijbehoorende 
machten van g aanwijzen), dan is: 
bn UD er Ar KE Ont Eet Le ED U 
zoodat het getal (264) dan gelijk is aan: 
He Mn de Ihi NZE 
RE en on ERI dane Hr ek AP rd A 
hetgeen in het g-tallig stelsel geschreven luidt: 
Ue rm SEU Ortel Eea ee ea kj 
LOOS 1D: VaRVOOrE LG MEeniGs 
23432° + 72* + 2° + 52 + 6 = 234370156. 


431. Zijn de in (264) voorkomende getallen bmi, bm—2, «+ « … 
lj, bo to niet alle < g, dan vormen we de gelijkheden: 


203 


bo = QZ + U 
bd == + u, 
ts + 4s = 38 + Us, (265) 


€ 


bir + Ami gqgmL in Um, 


Em Le qm Ns Um r2* EF Bme je Dee 3 Um+12 EEE Um; (266) 
waarin U, Ui, Us, ., «> Um+x alle < g zijn. Uit deze betrekkingen 
vindt men, door ze resp. met 1, g, 2%... „ 2” te vermenigvul- 


digen, de overeenkomstige leden op te tellen en vervolgens beide 
leden met 
NET A8 HH Ami Im" 
te verminderen: 
ld an ER lS en a All Me 
re vet BOS HE dg = (267) 


= Um + lm + kl Danen UU Up. 


432. Tot de gelijkheden (265) en (266) geraakt men van zelf 
door met de eerste dier gelijkheden te beginnen, waardoor voor 
het getal (264), dat we kortweg 4 noemen, gevonden wordt: 


Afd tate ern rid Alan mk ned AD md 2 
Dit voert tot opstelling van de tweede der gelijkheden (265), waar- 
door men vindt: 


Ee ette (ee 1 gl et MR at Un 
Dit voert tot de derde der gelijkheden (265), enz. Zoo door- 
gaande geraakt men tot (267). 


433. De getallen u, U, Uo, .…. » Um-1 worden resp. gevonden 
als de cijfers der eenheden van de getallen 
EON Lot der Mene et Amis (268) 
terwijl q,, qa, ……. > qm resp. verkregen worden door van de 
getallen (268) de cijfers der eenheden te schrappen. Als u; en 
qj-1 bepaald worden, zijn t; en g; reeds gevonden, waarna u; en gj. 
dan op de aangegeven wijze uit #; + q; worden afgeleid. 
De getallen um, Um+1 «+.» Um+k Zijn niets anders dan de 
cijfers van het getal f„ + qm, zoodat de cijfers van het door 
(264) voorgestelde getal gevonden worden als de cijfers der een- 
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heden van de getallen (268) en alle cijfers van het getal tn + qm. 

Voor de omvorming der getallen 

LS Mos ee a Eh ok 

tot in het g-tallig stelsel geschreven getallen (welke omvorming 
in het uitvoeren van optellingen van telkens twee getallen bestaat) 
verwijzen we naar n@. 4384—437. 

We merken nog op, dat de cijfers van het getal (264) van 
rechts naar links bepaald worden, dus beginnend met het cijfer 
der eenheden. 


434. Optelling van twee getallen in het g-tallig stelsel. 
We willen nu de som van twee getallen a en b, geschreven in 
het g-tallig stelsel, eveneens in het g-tallig stelsel neerschrijven. 
Bevatten a en b niet evenveel cijfers, dan kunnen we de aan- 
tallen cijfers gelijk maken door voor het kleinste getal eenige 
nullen te plaatsen (zie n°. 418) !). De getallen a en b zijn dan 
aldus geschreven: 

Om Cr IRL Ore (269) 
de Rd de (270) 
Hieruit vindt men voor de som (zie de gelijkheid (258) van 
noe 412): 
il D Crit en (Creer Le 
+ (€ + de) 2° + (a td) 2 tT (C+ do) = 
ET VE dn ar teha ER (271) - 


435. De getallen 
PA B U (272) 
worden gevonden door telkens twee getallen van één cijfer op 
te tellen. De bepaling der getallen (272) vordert dus de kennis 
van de tafel van optelling, d.w.z. de tafel, die voor ieder tweetal 
der getallen 1, 2,...., g— l de som aangeeft. 

Dat we in het tientallig stelsel gemakkelijker optellen dan in 
een ander talstelsel (de talstelsels met grondtal 2 of 3 misschien 
uitgezonderd) zit natuurlijk niet daarin dat het tientallig stelsel 
uit den aard der zaak voordeelen bezit, die andere talstelsels 


1) Bij de toepassing is natuurlijk het werkelijk neerschrijven dier 
nullen niet noodig. Deze dienen nl. slechts voor de redeneering. 


205 


missen, maar slechts daarin dat we alleen voor het tientallig 

stelsel de tafel van optelling in het geheugen geprent hebben. 

Heeft men b.v. de volgende tafel van optelling in het zeventallig 
DN ner den Die 6 


Je DEN ve NRE OL l 
ETE Kord LUZ ANP 
Ook beel21 3 

11 12 1314 

13 14f5 

l5| 6 


stelsel goed in zich opgenomen, dan kan men in dat talstelsel 

even gemakkelijk optellingen verrichten als in het tientallige. 
Een soortgelijke opmerking geldt ook voor de overige ver- 

bindingswijzen van getallen (aftrekken, vermenigvuldigen, enz). 


436. Het laatste lid van (271) kan verder op de in n°. 430— 
433 besproken wijze tot een getal in het g-tallig stelsel herleid 
worden: Daar nu t‚= C; + dj is, heeft men: 

Gs Ug— 1), 
neiseensgeldt voors7.—=:0 15 2... m. Uitde eerste der gelijk- 
heden (265) volgt dan verder, dat g;, hoogstens 1 (dus 0 of 1 ís). 
Uit de tweede gelijkheid (265) volgt daarna: | 
getu=btgSAg-itl=2el, 
waaruit men besluit, dat ook g, hoogstens 1 ís. Daaruit leidt 
men weer af, dat g; hoogstens 1 is, enz. 

De eerste leden der gelijkheden (265) en (266) zijn nu dus alle 
< 29, zoodat voor tnt qm kan geschreven worden qm+12 + Um, 
waarin qm+1 weer O of 1 is. De gelijkheden (265) en (266) gaan 
bijgevolg over in: | 

Cot do =02 Ti, 
otd + =AZ Tis 
Ca + da ar qz iS, 1 Ug (273) 
hae Omi Jm = qm d Um 
Cmt dm +-Gm =Gmeig tr Um » 
DENN Maeve ar Um UE BEN Jij on oer Oms Gkrt 
alle O of 1 zijn. De som der getallen (269) en (270) is dan: 
Omer Ul millen Ae See er Ugg (274) 
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Daar de optellingen voorkomende in de eerste leden van (273) 
met een tafel van optelling te verrichten zijn, is hiermede de 
gevraagde som gevonden. 


437. De optelling van twee getallen ís ín het voorgaande tot 
de in n®. 430—4383 besproken omvorming teruggebracht. Men 
krijgt daarbij echter een zoo eenvoudig geval dier omvorming, 
dat de optellingen, die daarvoor verricht moeten worden, geen 
moeilijkheid meer bieden. 

Omgekeerd kan nu de optelling van twee getallen dienen om 
de omvorming van n°. 480—483 in meer gecompliceerde gevallen 
tot uitvoering te brengen. We laten hiervan een voorbeeld ín het 
tientallig stelsel volgen: 

3407 TOPS TIS TOS STOEP OOR ORS ZOEN 

ze 22 8 al 9 
351 221226 88 517 93 

De hiervoor te verrichten optellingen zijn slechts duidelijkheids- 
halve volledig neergeschreven. Ze kunnen echter met gemak uit 
het hoofd worden uitgevoerd, zoodat zich de uitkomst direct 
laat opschrijven. 


438, Som van meer dan twee getallen in het g-tallig stelsel. 
Om de som van meerdere getallen-a,, ‘a, ……. … 4x te vinden 
zou men dit aldus tot n — 1 optellingen van telkens twee ge- 
tallen kunnen terugbrengen (waarbij $„ de gevraagde som is): 

Sg U TA OO ORE ZEE NEEN 
Oni == Ape, nn Ans SP, = Se la An. 

Veel eenvoudiger is het echter direct alle termen der som in 

de beschouwing op te nemen, dus de som in den vorm 

PP ne NER HER ak (264) 
te brengen, waarin é; de som van de cijfers der e/-tallen voor de 
getallen-a;, ad, vl. …… 4p4185 vooreen getalvan minder dansen 
cijfers moet dan natuurlijk het cijfer der g/-tallen als nul beschowd 
worden. De optelling dier cijfers is (als men de tafel van optelling 
kent) gemakkelijk uit het hoofd te verrichten. 

De uitdrukking (264) moet dan verder nog tot een getal in het 
g-tallig stelsel herleid worden (zie n°. 480—433). 


439, Het is aangewezen de beide ín n°. 438 genoemde be- 


Ee 
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werkingen (berekening der getallen (272) en herleiding tot een 
getal in het g-tallig stelsel) niet na elkaar, maar gecombineerd 
uit te voeren. Men komt zoo tot den bekenden algorithmus tot 
vorming van de som van een willekeurig aantal getallen. Die 
algorithmus bestaat in achtereenvolgende berekening van de 
getallen So, Sj, Ss, «.-- > Sm. Hierin is s, de som wan de cijfers 
der eenheden van de getallen a, as, ... „ An, terwijl s; gevon- 
den wordt door het getal, dat ontstaat door van sj het cijfer 
der eenheden te schrappen, met de cijfers der g'-tallen van 
Aj, Aa, «> Ante vermeerderen. De cijfers der eenheden van de 
BEAALLEIESS, 05e Sor see Smi eh alle cijfers dan sm. leveren “dan 
(van rechts naar links) de cijfers van de gevraagde som. 


440. Aftrekking van getallen in het g-tallig stelsel. We 
zoeken het getal 
V=z=a—b 


te bepalen, waarin a > b is en a en b (geschreven in het g-tallig 
stelsel) door de gelijkheden (269) en (270) van n°. 434 worden 
aangewezen. 

Een eerste wijze van aftrekking bestaat daarin, dat het getal 
a in den vorm (264) gebracht wordt, er voor zorgend dat voor 
iedere waarde van j de aftrekking t; — d; mogelijk is en een uit- 
komst < g oplevert. Stelt men: 


U = b; mn dj, 
dan is: | 
he Umm ole ete UU, Vo (275) 
het gezochte verschil. 
441. Om nu het getal a in den genoemden vorm te brengen, 


waarbij dus 
d; rid d; Ln F4 


is, gaat men aldus te werk. Is c‚ = d,, dan neemt men & = C‚, 
terwijl f, =C, + g genomen wordt als c, < d, is. In het laatste 
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geval wordt c,‚ door c‚ — 1 vervangen om de vermeerdering van 
a met g weer te niet te doen. Dit proces wordt eenen genoemd 
(de eenheden leenen van de g-tallen). 

Het cijfer der g-tallen is dus c‚ — q, geworden, waarin g, = 0 
of = 1 is al naar gelang c, =d, dan wel < d, is. Is nu c, — 4; 
=d, dan wordt # = ec, —g, genomen; zoo niet, dan neemt 
men f = (Cc — gi) +2, waarbij weer (om de vermeerdering met 
2° te niet te doen) het cijfer der g°-tallen met 1 verminderd wordt, 
dus door c, — 1 vervangen (de g-tallen leenen van de g°-tallen). 

Is q, = 0 of = l al naar gelang c‚ — g, = d;, dan wel < d, is 
(dus al naar gelang men bij de bepaling van 4 niet of wel heeft 
moeten leenen), dan neemt men é, = C3 — qa als de aftrekking 
(co — qe) — d, mogelijk is en anders t, = (co — qa) +, enz. Op 
deze wijze worden de verschillen 4 — do, b, — di, to — da, Enz. alle 
<2. Ís c‚ het eerste cijfer van a (van links gerekend), dat van 
het correspondeerende cijfer d, van b verschilt, dan is c‚ > d,, daar 
a > b ondersteld is (zie.n®. 420 en 421). Bijgevolg is de aftrekking 
(c‚ — qi) — d; mogelijk, zoodat f£ = c; — g: is. Is / < m, dan is 
Cl+1 =S din, dus de aftrekking OAT er di mogelijk, dus E11 = Ct+1s 
enz. De in n®. 440 genoemde omvorming blijkt dus mogelijk. 
Opgemerkt zij nog, dat voor l < m de aan v, voorafgaande 
cijfers van V alle O zijn; ook v‚, kan 0 zijn, evenals eenige der 
op Vv, volgende cijfers van V (vi, U—s, Enz). 


442. Bij het betoog van n°. 441 is het geval buiten beschouwing 
gelaten, dat de aftrekking c,‚ —gq, niet mogelijk is. Dit geval 
doët-zich voorals == 0 En gr SAUS CSD FSI Sca OOR 
eerste op c, volgende cijfer van a (van rechts gerekend), dat niet 
0 is, dan kan men de vermeerdering van a met g te niet doen 
door’ € door Cp Wen den cijfers TOREN Cp oere Cr OIC NTTE 
zijn) alle door g — 1 te vervangen. De g*-!-tallen leenen dan van 
de g”-tallen, vervolgens de g*?-tallen van de g*!-tallen, enz. en 
eindelijk de g-tallen van de g?-tallen en de eenheden van de 
Z-tallen. 

Op soortgelijke wijze handelt men als bij het verdere deel der 
berekening geleend moet worden, maar het volgende cijfer van a 
(naar links) nul ís. | | 
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443. Andere aîtrekkingsmethode. Men kan het getal V van 
n°. 440 ook anders bepalen, waarbij we beginnen met op te merken, 
dat, als a een getal van m + 1 cijfers is, V hoogstens uit m + 1 
cijfers bestaat en dus door (275) is voor te stellen. Daar nu 


Oe Merle U 
is, heeft men volgens de gelijkheden (273) van n°. 436 (waarin 
NU Qm+1 = 0 is, daar anders het getal (274), dat de som voorstelt, 
meer dan m + 1 cijfers zou hebben): 

Vo + do == TAZ, 
vitre =artdg, 
Uy td, HA =C +AZ, 


(276) 

ne ar En PP 

On ene Ch 

Hieruit volgt: | 

U TAZ — Á 

Or ee (die hdi). 

Ve Can dE ed ta) 
Unen Omelis (din—2 an m2), 
Um = Cmt TIm — (dimi, + Ym), 

or dn + qm) 

De hierin voorkomende getallen q,, qa, qm zijn (volgens 
het ín n°. 486 gevondene) alle 0 of 1. Door deze getallen in de 
volgorde q,, q,,.... te bepalen en ze alleen 1 te nemen als dit 
noodig is om de aftrekking mogelijk te maken worden de getallen 
ORR Daer Um alle — Men heeft dus: 


DeresOAVOOr Che de Ok, 
Dern VOOr Gr de ett 
waarbij qo als 0 te beschouwen is. 


444, Uit het in n°. 434 gevondene vloeit de volgende algorithmus 
ter bepaling van het verschil V=a—&b der getallen (269) en 
(270) (zie n°. 434) voort. Het cijfer v, van V wordt verkregen door 
het cijfer c‚ zoo mogelijk met d, te verminderen, terwijl, zoo dit 
niet mogelijk is, c, + g met d, wordt verminderd. Het cijfer v, 
wordt gevonden door c‚ zoo mogelijk met d, + q, (waarin q, = 0 
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of = l is al naar gelang de aftrekking c, — d, al of niet mogelijk 
is) te verminderen en anders c‚ + g met d, + q, te verminderen, 
enz. In het algemeen wordt het cijfer vp gevonden door zoo 
mogelijk cr en anders cx + g met dr + qr te verminderen, waarin 
qx=0 of = l is al naar gelang de aftrekking cp_ — (dr + ri) 
al of niet mogelijk is. 


445. De algorithmus komt hierop neer, dat cp door Cx + 2 
wordt vervangen, als dít noodig is om de aftrekking mogelijk te 
maken, waarbij dan tevens dx,, door de, + l wordt vervangen. 
Dit is ook als een toepassing der eigenschap van n®. 87 op te 
vatten. Door genoemde vervangingen wordt nl. zoowel het 
aftrektal a als de aftrekker b met g**! vermeerderd, hetgeen op 
het verschil geen invloed heeft. Dit geeft een zeer eenvoudige 
verklaring van den in n°. 444 beschreven algorithmus. 


446. Vergelijking van beide aftrekkingsmethoden. De af- 
trekkingsmethode van n°. 444 verdient boven de methode van 
het leenen (zie n°. 440—442), die hier te lande de gebruikelijke 
is, de voorkeur, omdat de verklaring zooals we die in n®. 445 
gegeven hebben eenvoudiger is dan die van het leenen. Dit staat 
daarmede ín verband, dat het ín n°. 442 genoemde geval, dat 
aan de methode van het leenen moeilijkheid in den weg legt, 
bij de methode van n°. 444 niets bijzonders oplevert; de ver- 
vanging van de door dr + 1 is nl. steeds mogelijk, die van ch door 
Cp 1 niet. 


447. Het voordeel van de methode van n°. 444 komt ook 
daarin uit, dat daarbij de aîtrekking het duidelijkste als omkeering 
der optelling verschijnt. De in (276) voorkomende gelijkheid 

Oem dane Orel Gee 
voert nl. het allereerst tot 


Ur = Ch + GrZ — (dr + Ge). (277) 
Dit kan dan vervolgens worden omgezet tot: 
Um = (cr — Qi) + Jr+18} — de al (278) 


1) Zie de formules (29) en (31) van n°. 77 en 79, 
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echter slechts dan als c‚= qr is. De laatste uitdrukking voor 
vx behoort bij de methode van het leenen. 

De formule (278) laat ons in den steek als c‚ — O en gx = 1 is. 
Volgens (277) is dan gr.1 = 1, zoodat (278) dan aldus te schrijven ís: 
Ue = (Zg — 1) — de. 

Dit wijst aan op welke wijze het leenen dan moet worden uitge- 
voerd. 


448. Vermenigvuldiging van getallen in het g-tallig stelsel. 
We beschouwen het product ba, waarin b een getal van één cijfer 
is. Wordt a door de gelijkheid (269) van n°. 434, dus door de 
gelijkheid (258) van n°. 412, aangewezen, dan is wegens de 
distributieve eigenschap der vermenigvuldiging: 

Daem Dlt es en tbe d- beet be. (279) 

Om de producten bem, bemi, enz. direct te kunnen neerschrij- 
ven moet men over de tafel van vermenigvuldiging in het 
Z-tallig stelsel beschikken, dus een tafel, die voor ieder tweetal 
der „getallen 2, 3. er. ‚ Z-—1l het product aangeeft. Als voor- 
beeld geven we hier de tafel van vermenigvuldiging in het zeven- 
tallig stelsel: 


Lon Ai: s «0 


Olm Oo NO 


Het tweede lid van (279) wordt verder op de bekende wijze 
(zie n°. 430—433) tot een getal in het g-tallig stelsel herleid, 
welke herleiding natuurlijk direct met de bepaling der producten 
bc,, be, enz. gecombineerd en uit het hoofd uitgevoerd wordt (van 
rechts naar links). 


449, Is ook b een getal met een willekeurig aantal cijfers, b.v. 
b= ddnn....dedd = 
mt dagt + drie de ot et Hd dj, (280) 
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dan is: 
ab == da dae Fn EGO A OO RN 
De getallen 
VET EREN Bett hl 

worden op de in n°. 448 besproken wijze berekend. De ver- 
menigvuldiging resp. met 2”, g*—l, ...…„ g geschiedt door achter- 
plaatsing van n, n — Ìl, ....…, Ì nullen, waarna nog een optelling 
moet worden uitgevoerd. Men krijgt zoo den bekenden algorithmus 
der vermenigvuldiging als nog de nullen achter de producten 
da, doa, enz. worden weggelaten en daarvoor inspringen der 
rijen in de plaats gesteld wordt. 


450. Kortere vermenigvuldigingsalgorithmus. Het product 
der door (269) en (280) aangegeven getallen a en b kan ook 
gevonden worden door de algemeene distributieve eigenschap 
voor een product van twee factoren (zie n°. 100) toe te passen 
en de gelijknamige machten van g samen te nemen. Men vindt dan: 

über enstelenndnndenee 
ai (Cm—2drn EE Cm Alnti el Chn Sne an 
ie (deter Cra nd Ca er Ca Oee 
+ (Cody + ed + eado)g + (Cod, + erdo)g + Cod, = 
ri PmenB en Prenten Pied Doe 
Hierin is 
Oh Cod: ar Graat mi Codr—2 Isr Crit Se Cdo, 
waarbij de c's met een index > m en de d's met een index > n 
als nul te beschouwen zijn. 

Het laatste lid van (281) moet nu verder nog tot een getal in 

het g-tallig stelsel herleid worden, hetgeen reeds direct bij de 


berekening van po, Pi, Pa, enz. kan gebeuren. Als steeds begint 
de berekening bij het cijfer der eenheden. 


451. We laten hier een voorbeeld van den in n°. 450 besproken 
algorithmus volgen (in het tientallig stelsel): 


431508 
7269 
3136631652 
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5 
7 9.545 
Oi 000 6,0 0 
6.8 =48 DeeS 16 
G.B 72 55 66 
6 10 5 
9.1 9 9.3 = 27 9.4 —= 36 
645 30 ede GEERTS 
OON) DRE 10 OD 
F8 56 7.0= 0 15235 
107 53 96 
9 

6.424 4 
2.3= 6  : 3 
Lle 7 rd | TAB 
46 33 31 


De tafeltjes dienen om de berekeningswijze volledig aan te 
geven (de vet-cursief gedrukte cijfers zijn die van het gezochte 
product). 

De nu besproken methode heeft echter alleen dan voordeel boven 
de gewone als men met voldoende zekerheid uit het hoofd rekent 
om de tafeltjes te kunnen missen. Daarbij wordt dan het product 
direct neergeschreven en loopt de berekening aanmerkelijk vlugger 
af dan wanneer men de vermenigvuldiging met vier rijen uitvoert }). 


452. Wie de berekening uit het hoofd der getallen 72, 55, 66, 
enz. van n®. 451 te lastig vindt kan de vermenigvuldiging uit- 
voeren door voor 7269 te schrijven: 

amal Oer O0: 

Is de andere factor van het gezochte product a, dan wordt dit product: 

72a. 10° + 69a. 

De vermenigvuldiging is hiermede tot twee vermenigvuldigingen 
met getallen van twee cijfers en een optelling teruggebracht. 


1) Zeer eenvoudig wordt de verkorte vermenigvuldigingsalgorithmus als 
de vermenigvuldiger 11 is. Voor de berekening der cijfers van lla heeft men 
dan telkens twee opvolgende cijfers van a op te tellen (rechts beginnend) 
en deze som nog met 1 te vermeerderen zoo de voorafgaande som = 10 ís. 
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De berekening van het in n°. 451 voorkomende product wordt 


dan aldus: 
431508 


7269 
31068576 
29774052 


453. Door voor 7269 te schrijven 
TOE rat2 el OtsrimOorsl Oto 
krijgt men den in n°. 449 besproken algorithmus, die in het be- 
schouwde geval aldus verloopt: 
431508 
7269 
3020556 
863016 
2589048 
3883572 
3136631652 
Merkbaar sneller wordt echter de vermenigvuldiging uitgevoerd 
door niet cijfer voor cijfer van den vermenigvuldiger te beschouwen, 
maar groepen van twee, drie, vier of vijf cijfers (al naar de 
zekerheid, waarmede men uit het hoofd rekent) samen te nemen. 


454, We laten hier nog een voorbeeld in het zeventallig stelsel 
van een vermenigvuldiging volgens den verkorten algorithmus 
volgen (zie voor de tafels van optelling en vermenigvuldiging in 
dat talstelsel resp. n°. 435 en 448): 


49352 
6031 
353114542 2 
1 he 9) 
15 ERD Erg Beld 
SOE BE 21 GD 
De 14 25 34 
3 
Ten 6 
BEG BARD 5 2 
6.5 = 42 Gers 6.2 =15 603 
61 51 23 35 
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In de tafeltjes zijn de producten met een factor nul weggelaten. 
De in die tafeltjes voorkomende berekeningen kunnen na eenige 
oefening uit het hoofd worden uitgevoerd. 


455. Eigenschappen betreffende partiëele quotiënten. Het 
partiëele quotiënt (zie n°. 168) der deeling van a door b wordt 
(zooals reeds terloops in n®. 396 ís opgemerkt) door 


H 
b PI 
voorgesteld. /s a door b deelbaar, dan is met dit symbool het 


guotiënt a: b bedoeld. 
Het partiëele quotiënt wordt derhalve gedefiniëerd door: 


„ie H br (r<b), (282) 
hetgeen ook aldus geschreven kan worden: 
a : AES 
ile=a<hlijttte (283) 
Men kan deze definitie ook volhouden als a < b is. Uit (283) 
blijkt, dat dan onder 5) het getal nul te verstaan is. 


Opgemerkt zij, dat eens en vooral wordt uitgesloten, dat de 
deeler nul is. Voor b = 0 kan nl. aan (283) niet worden voldaan. 


Wel mag a = 0 zijn, in welk geval ook 5) Sn 


456. Uit (282) volgt: 
ka =— 5) kb + kr (kr < kb), 


waaruit men afleest: 
ka a 
Fi ii H | Ge 


In woorden luidt deze formule (die ook uit (283) ís af te leiden 
door alle leden met k te vermenigvuldigen): 

Een partiëel quotiënt verandert niet als men deeltal en deeler 
met een zelfde getal vermenigvuldigt. 

Dit getal, dat we k genoemd hebben, wordt natuurlijk > 0 
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ondersteld, daar anders de deeler #5 nul zou worden (zie de 
opmerking aan het eind van n°. 455). 


457. Heeft men: 
Oden TRAD 


gi Catalanen): 
AR en jari 


dan is: 


Hierin is: 
br! +rSb(ce—1)+(b—l)= be —l < be. 
waaruit blijkt, dat q’ het partiëele quotiënt der deeling van a 
door be is. Men heeft dus: 


be zo 


In woorden luidt dit: 

Een partiëel quotiënt wordt partiëel door een getal gedeeld 
door den deeler met dat getal te vermenigvuldigen. 

Een onmiddellijk gevolg van deze eigenschap, dus van (285), is: 


EE 


immers zoowel het eerste als het tweede lid hiervan is gelijk aan 
het tweede lid van (285). 


458. Men kan de eigenschap van n°. 457 ook aantoonen door 
van de definitie van partiëel quotiënt uit te gaan, die in (283) 
staat uitgedrukt. 

Men heeft nl: 

GOA ern SGEE SD: 
NE HE PA onge 
Door van de boven elkaar staande ongelijkheden de overeen- 
komstige leden te vermenigvuldigen vindt men: 
OUTER a a OH TE 
hetgeen samen te vatten is tot: 
DCO a Ge 


459. Men heeft de ongelijkheden: 4 
ess jeje ee 


> 
Us 
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Volgens (283) is nl: 


ele =a a <te 
dee sede 
abel |+ rde 2 Slesar 


Door de overeenkomstige leden der onder elkaar geplaatste 
ongelijkheden op te tellen vindt men: 


IED Ebel nge est] she 
Bes re 
Blades lijst 
Met behulp van (282) kan het bewijs van (286) aldus geleverd 


worden. Uit: 
etat dar 
ter ha heo): 


volgt: 
Onee NGD et ee (At 20) 

mie dei ZIE 

sede re rt 


Ll sq+r dekte 


460. Door volledige inductie kan men de eigenschap van n°. 
459 uitbreiden tot: — 


en EE 
s[Gj4 [eeldr (287) 


Neemt men nl. de juistheid hiervan voor een zekere waarde 
van n aan, dan heeft men volgens (286): 


(ef stets ed 


I/\ 
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ze ae aa Ee En At Se de ie de 


des C 


lis 
leader Del 


[+(+] 


Hiermede zijn de ongelijkheden verkregen, waarin de ongelijk- 
heden (287) overgaan als men daarin n door n + 1 vervangt, 
waarmede de stap van nop n + 1 verricht is. Daar de eigenschap 
volgens (286) juist is voor n = 2, is hiermede het bewijs geleverd. 

We merken nog op, dat de eigenschap (287) ook geldt voor n = 1, 
in welk geval de beide teekens S door = kunnen worden vervangen. 


461. Eigenschappen betreffende gelijkheid en ongelijkheid 
van twee partiëele quotiënten. We toonen eerst aan: £ 
ls ad = be, dan is: ij 


Stelt men kortheidshalve 
De [J-e 
b Ds q, d gen q ; 
UID DE 
OR rbp a AR EAN 
Hieruit volgt: 


adt bgn UC AA 0 Dient. 
of in verband met ad = be: 
(ad — be) + bg'd + br’ = dqb + ar, (288) 
bq’d < dqb + dr. 
Wegens r < b heeft men dus: 
bg asss te 
ar 
gg. 

Gebruik makend (zooals boven) van de resten der deelingen 
is het bewijs het gemakkelijkst te vinden (doordat men dan eerst 
met gelijkheden werkt en niet direct behoeft te beslissen welke 
ongelijkheden moeten worden toegepast). Het bewijs kan echter 
belangrijk korter aldus worden neergeschreven, gebruik makend 
van de ongelijkheden (283) van n°. 455: 


dan is: 
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[jj + 14 0d > ad = ve es 


Heek 


462. Uit de eigenschap van n®. 461 leidt men door een 
redeneering uit het ongerijmde af: 


Is 
a Le 
5) e di 
dan is ad > bc. 
Immers uit ad S be zou volgen: 


GE 


in strijd met het onderstelde. 
De eigenschap van n®. 461 kan echter niet worden omge- 
keerd doordat uit 


C 
ed 


BAO oe, 


463. In de eigenschap van n°. 461 ligt opgesloten: 
lsaz=cen bd, dan is: 


BE 


Uit het onderstelde volgt nl. ad = bc. 

Men kan de eigenschap ook zoo formuleeren: 

Een partiëel quotiënt blijft gelijk of wordt kleiner als men het 
deeltal verkleint of den deeler vergroot. 


464. De eigenschap van n°. 461 kan aldus worden aangevuld: 
ls ad > be en a deelbaar door b, dan is: 


> ld 


Uit de gelijkheid (288) van n°. 461, waarin r = 0 te stellen is, 
volgt dan nl.: 
bq’d < dgb, 


qeqe. 
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Bijzondere gevallen der eigenschap zijn: 
Is a door b deelbaar en > c, dan is: 


Is b < d en a deelbaar door b en > 0, dan is: 
a a 
5 > la) 
465. Verdere eigenschappen van partiëele quotiënten. Men 


heeft vooreerst: 
Al naar gelang a+ 1 niet of wel door b deelbaar is geldt: 


he [ 


of: 
Oale a 
plet 
Stelt men nl: 
ikan de stak eP (289) 
dan is: 
paneer err ir e} (290) 
Is r+ 1 <b, dus a+ 1 niet door 4 deelbaar, dan besluit men 
uit (290) tot Bae Sq lSsechtenrhalt 0 RUST di ARGON 
b deelbaar, dan voert (290) tot ans te 


466. Js voldaan aan: 
OR SA JAE (291) 


alla” 


In verband met de eigenschap van n°. 463 drukt dit uit, dat 
men dan heeft: 


lmienneakdnslkn 


Het bewijs kan aldus geleverd worden. Is 
a vld te EF (289) 
A AN at LEE Hiken AML (292) 
a Bi At tend inr det 
of wegens q = g’: 
(QS q Dl erg Ef etrd (293) 


dan is: 


dan volgt hieruit: 


Fa EN 


ik nn dl er nf 
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Uit (289) en (291) volgt verder: 
OU deb (O 1), 
ri Bed k (294) 
zoodat men (lettend op r/ < b + 1) uit (293) besluit tot: 
(q—q)(b +1) <2(b +1), 
lide 2 
a inne), 
467. We beschouwen nu nader het geval, dat voldaan is aan: 
Zünsra Oel je Dt] 
waarbij de beteekenis van r’ door (292) wordt aangewezen. Men 
heeft dan volgens (289): 
ZgOrsredses DD b), 
Pinin kan de 
zoodat uit (293) volgt: 
Dg gg) (bk IDS 2e 2072 (b +1), 
dan del, 
q—-q =0. 
Het blijkt dus, dat in het beschouwde geval geldt: 


a a 
5) ä er) 
De daarbij gemaakte onderstelling 27” Sb + 1 kan ook op 
een der volgende wijzen worden geformuleerd: 
{ag (b+1}Sb+1, 
Zür (2järl Datel), 
a—q (bt) S(g +1) (b + 1) —a. (295) 
De ongelijkheid (295) drukt uit, dat q’ (b + 1) niet meer van 
a verschilt dan (q’ + 1) (b + 1). 


468. Insluiting van een partiëel quotiënt tusschen twee 
grenzen. Men heeft dienaangaande: 


!) Men kan het bewijs iets korter leveren door voor (289) te schrijven, 
lettend op (294): í 


at(bt-1l)=glbt1I)+(b lg) +r, 


waaruit men onmiddellijk afleest: 


a 
gtt 
Met het oog op n°. 467 hebben we echter het bewijs met behulp van 


(293) gegeven. 


2: 
Ís voldaan aan: 
DA TEA Zat ANP (296) 
Dese: (297) 
dan is: 
Ee 
Ds d En 5) PF] Wat 


Uit het onderstelde volgt nl., in verband met de eigenschappen 
van n°. 463 en 456: 


il = wil rel 
Evenzoo vindt men: ind 
as) 


Is nu a’ +1 niet door b’ deelbaar, dan volgt hieruit ín verband 
met de eigenschap van n°. 465: 


is [1-6] 


Is a’ +1 wel door b’ deelbaar, dan is volgens de eigenschap 
van nê. 464 (lettend op (a’ +1) b > b’a): 


date a 
ll 


zoodat men volgens de eigenschap van n®. 465 heeft: 
a a 
zt 1> gh 
5) =G] 
belenen 0 
469. Uit de eigenschap van n°. 468 volgt in verband met die 


van n°. 466, dat voor a’! = ben Sb’ (b’ + 1) uit (296) en (297) 
besloten kan worden tot: 


ede Biss zijt! 


Hieruit volgt: 
ls aan de ongelijkheden (296) en (297) van n°. 468 voldaan 
En USS DAC SOM OSR NON LS 


pal ssp +? 
rs Ie ) 


TN à 


rl Bid ant ek eaten ot 


En PV gas 
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EN? N 
Hiermede is p| OP twee manieren tusschen twee grenzen in- 


: Den a a’ 
gesloten, die 1 verschillen. Zoowel Pe als 5) verschilt dus 


hoogstens 1 van 5) terwijl het eerste getal alleen te klein, het 


b 
tweede alleen te groot kan zijn. 


410. Uit de eigenschap van n°. 468 volgt in verband met het 
in n°. 467 gevondene: 
Is aan de ongelijkheden (296) en (297) van n°. 468 voldaan en 


/ 


/ / / / a 
Dl ORO ee fe Fesil 
terwijl q’ (b’ + 1) niet meer van a’ verschilt dan (q’ + 1) (b’ + D, 


dan is: 
5 / 
=d 


Hiermede is de waarde van het partiëele quotiënt E 


b 
| bekend ís. 


| volledig 


/ 


a 


aangegeven als het partiëele quotiënt Feen 


471. Deeling van getallen in het g-tallig stelsel; het quotiënt 
heeft één cijfer. Zijn twee getallen a en b (a > b) gegeven, dan 


willen we het partiëele quotiënt H als een getal in het g-tallig 


b 
stelsel bepalen. Noemen we dit quotiënt g, dan is dus: 
DSi he 0). (289) 
We beschouwen eerst het geval, dat a < bg is. Dan is q 
kleiner dan g, dus een der getallen 1, 2, 8, ...., 2—l, of nog 


anders gezegd een getal van één cijfer. 
Zijn de gegeven getallen in het g-tallig stelsel: 
Oren ChlteeCa Lr bes 
EED ENE nj 


dan is: 
Do Ordnen ded 00, 


zoodat men het geval a < bg direct daaraan herkent, dat òf a 
en b evenveel cijfers bezitten (m = n), òf a één cijfer meer heeft 
dan b (m=n+l) en het eerste afwijkende cijfer van links 
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gerekend (dus Cc, vergeleken met d,, c„ met di, enz.) bij a 
kleiner is dan bij b (zie n°. 420 en 421). 


412. Het door (289) aangegeven quotiënt q wordt door probeeren 
gevonden. Dit kan geschieden door achtereenvolgens de producten 
2b, 3b, 4b,...., (2 —1) 5 (298) 
te berekenen tot men voor het eerst een product verkrijgt, dat 
>= a is. Is dit product sb, dan is: 
GES VOOr Shi 
gE se voor saR0e 

Is (s — 1) b <a, maar is onmiddellijk te zien, dat sb > a uit- 
valt (doordat men ziet, dat a — (s — 1) b < b is), dan behoeft 
het product sb natuurlijk niet berekend te worden. 

Ook ís het niet steeds noodig de getallen (298) beginnend 
met 2b te berekenen. Ziet men b.v. direct, dat 45 nog < a is, 
dan heeft men 2b en 3b niet uit te rekenen. 

Gewoonlijk kan men het gezochte getal q onmiddellijk herkennen. 
Dit ís echter niet steeds het geval. Zijn nl. a en b getallen met 
een groot aantal cijfers en verschilt a b.v. weinig van 7b, dan 
iSmlietsrnietsdirect tezien MOLE ONE a ENE Mels t DL 
eerst na de vermenigvuldiging 7 .b te hebben uitgevoerd. 


473. Regel omtrent het te bepalen quotiënt. Zijn a’ en b’ 
getallen, die uit de in n°. 471 en 472 beschouwde getallen a en 
b ontstaan door rechts een zelfde aantal cijfers te schrappen en 
is j dit aantal, dan is: 


dart (a stelel (299) 
DAD (Deals (300) 
Volgens de eigenschap van n°, 468 gelden dan de ongelijkheden 
Oe a Oi 
Ee Se EL 
7e J IT A si)” a, 


Hierdoor vindt men grenzen, waartusschen het gezochte partiëele 


quotiënt q = 5 gelegen moet zijn en wordt dus het aantal 


waarden, die men probeeren moet, beperkt. 


1) Dit is natuurlijk ook nog het geval als ‘et gezochte partiëele 
quotiënt meerdere cijfers bezit. We houden ons echter voorloopig alleen 
met het geval van een quotiënt van één cijfer bezig. 
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Het eenvoudigst zou zijn zooveel cijfers van a en b te schrappen, 
dat er van het getal 4 nog slechts één cijfer over is, in welk 
geval van a een of twee cijfers over zijn. De door (301) aan- 
gegeven grenzen kunnen dan echter nog tamelijk ver uit elkaar 
liggen, zooals blijkt door b.v. 

a 95/38; b = 14693 
te nemen. Men vindt dan: 


s]s[E]-° 


Dit geeft een beperking der nog te probeeren waarden van g, 
waaraan men niet veel heeft. 


474. Neemt men het getal j van n°. 473 zoo, dat van het 
getal b twee cijfers overblijven, dan is (met de notatie van n°. 473): 
ORE ‚_ (802) 
Verder is (wegens de in n°. 471 gemaakte onderstelling) q < g, 
dus volgens (301): 


/ 


1=lpnjss<e 
Qantas 
Hieruit volgt: 
de aten Den el Date kje), (303) 
dus in verband met (302): 
std Un ol 

Volgens de eigenschap van n°. 466 is dus het laatste lid van 

(301) hoogstens 1 grooter dan het eerste lid, zoodat er omtrent 


5 nog slechts een onzekerheid ten bedrage van 1 bestaat. 


We vinden dus: 
Zijn a en b in het g-tallig stelsel geschreven en zij 
b<a<gb 


1) Dit kan ook direct uit (299) en (300) (in verband met a < 2b) 
worden afgeleid, nl. aldus: 
ag sa<gb<(b + Ig+!, 
a < g(b' +1). 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde. 15 
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(zoodat het partiëele quotiënt q — 5) uit één cijfer bestaat); laten 


verder a’ en b’ de getallen zijn, die uit a en b ontstaan door een 
zelfde aantal cijfers van rechts te schrappen zoodanig, dat er 
twee cijfers van b overblijven (zoodat b’ gevormd wordt door 
de eerste twee cijfers van b, van links gerekend, en a’ door de 
eerste twee of drie cijfers van a al naar gelang a evenveel cijfers 
heeft als b of een cijfer meer). Het gezochte quotiënt q is dan 
zi 
bell 


het partiëele quotiënt | | of 1 grooter; evenzoo is q het 


a 
b’ 

Hierin wordt b natuurlijk ondersteld uit minstens twee cijfers 
te bestaan. 


partiëele quotiënt | | of 1 kleiner. 


475. Blijkens het bewijs geldt de eigenschap van n°. 474 ook 
als men minder cijfers schrapt, waarbij dan b’ minstens drie 
cijfers heeft; immers ook dan ís aan de ongelijkheid (302) vol- 
daan. Door minder cijfers te schrappen wordt echter de deeling 
van a/ door b’ of b’ + 1 minder eenvoudig, terwijl de onzeker- 
heid van 1 blijft bestaan. Het ligt in den aard der zaak, dat, 
als men cijfers van a en b buiten beschouwing laat, de onzeker- 
heid van 1 kan blijven bestaan; immers het kan voorkomen, dat 
zelfs de cijfers der eenheden van de uit veel cijfers bestaande 
a 


al van invloed zijn. 


getallen a en op het gezochte quotiënt 


476. De eigenschap van n°. 474 krijgt natuurlijk eerst beteeke- 
nis als b drie of meer cijfers bezit. Door een deeling van een 
getal van twee op een getal van twee of drie cijfers kan men 
dan het gezochte quotiënt bepalen met een onzekerheid 1, terwijl 


men het quotiënt stellig niet te groot vindt als men Fet en 
en niet te klein als men bn berekend heeft. 


We laten hier (in het tientallig stelsel) eenige voorbeelden volgen: 


amal (s)= la) =2 
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he B 20) Ei 20) ne 


1387 14 13 
ne ee 


471. Geval, waarin geen onzekerheid omtrent het quotiënt 
bestaat. Zooals in n°. 475 is opgemerkt, kan geen algemeene 
regel gegeven worden, die in ieder geval het quotiënt (dat we 
nog steeds uit één cijfer bestaand onderstellen) met zekerheid 
doet vinden en waarbij niet alle cijfers van a (deeltal) en 4 (deeler) 
betrokken zijn. Wel laten zich echter enkele gevallen aangeven, 
waarbij men (onder bepaalde omstandigheden) uit een eenvoudiger 
deeling tot de juiste waarde van het quotiënt kan besluiten. 

Daar ten aanzien van iederen regel, die men in dit opzicht 
geven kan, zich gevallen kunnen voordoen, waarbij die niet van 
toepassing is, zijn een groot aantal dergelijke regels te geven. 
Aangezien deze echter slechts weinig nut hebben zoo ze niet 
zeer eenvoudig zijn, zullen we met een enkele aanwijzing in 
deze richting volstaan. 


478. We onderstellen, dat het eerste cijfer van b (dus ook 
van het uit twee cijfers bestaande getal 6’ van n°. 474) niet 1 
is. Dit is ook zoo uit te drukken, dat b’ = 2g ondersteld wordt. 

In verband met de ongelijkheid (303) van n®. 474 is dan: 

De 0 Pal ean d Bies HAU Mens dE 
Volgens de eigenschap van n®, 470 kan men dan tot 


be ooo 


besluiten (waarin q’ het partiëele quotiënt der deeling van a’ 
door b’ + 1 is) als q(b’ +1) niet meer van a’ verschilt dan 
fasen) (Oneisel). 

Onder de genoemde omstandigheden (waarvan het al of niet 
zich voordoen onmiddellijk te herkennen ís) levert dus de deeling 
van a’ door b/ +1 met zekerheid de juiste waarde van het 
el Zoo volgt bij het eerste der voor- 
beelden van n°. 476, dat dit quotiënt stellig 2 is, uit de omstan- 
digheid, dat 2.22 = 44 minder van 53 verschilt dan 3 . 22 = 66. 


gezochte partiëele quotiënt 


228 


479. Begint het getal b (dus ook b’) met het cijfer 1, dan 
kan men volgens (302) nog steeds tot 2a’ < 6’ (b’ + 1) besluiten 
als voldaan is aan: 

Zas oben), 
hetgeen voor het tientallig stelsel luidt: 
Oa Oschiel 

Is hieraan voldaan (hetgeen voor a’ < 55 steeds het geval is) 
en verschilt q'(b’ + 1) niet meer van a’ dan (q’ + 1) (b’ + 1), dan 
geldt nog steeds de gelijkheid (304). Het nut van dezen regel is 
echter reeds zeer twijfelachtig. 


480. Deeling met een quotiënt van meerdere cijfers. We 
beschouwen nu het geval, dat het partiëele quotiënt der getallen 
a en b van n°. 471 meerdere cijfers bevat, dus het geval, dat 
az=gb is. 

Zij P het kleinste der getallen 


Cms CmCm—1s CmCm-1Cm-2)*…-.*5 


Cm Cm 1 es Oek C3Cj, Cm Cm—1 Se miend CaC7 Co == dU, 
dat = b is; wegens a > b is zulk een getal aanwezig. Is 
PES ECT ACH 


dan is het aantal m + 1 — k der cijfers van P gelijk aan n + 1 
(het aantal cijfers van b) of n —+ 2, al naar gelang bij a of bij b 
het eerste afwijkende cijfer, van links gerekend (dus c„ vergeleken 
met d, Cm met di, Eenz.), het grootste is; zijn de cijfers d, 
drin rn de djtespeoeljk dantEn Cher en On 
(in welk geval de cijfers van b zijn uitgeput voordat er een 
afwijkend cijfer gekomen is), dan bestaat P uit n +1 cijfers en 
is gelijk aan £. 
Voor het zoo bepaalde getal P geldt: 


CnCmt Nn Cr ER Ee (305) 
Poken B (306) 
481. Uit (305) volgt: 
ea Pd eden PE 
(ETAT EVEN in dn 
Cmt Ceriel GC Ie CRS CREE 


zoodat men heeft: 
bp be 


Het partiëele quotiënt 


is dus een (van nul verschillend) getal van één cijfer; dit wordt 
op de in n®. 471—479 besproken wijze bepaald. 


Is nu: 
P = wb + Fk (re < b), (307) 
dan wordt r‚ door aftrekking gevonden. Volgens (306) en (307) is 
dar dd Sh ET EL U Ven 


= bweg” ie (re2 + El Oe ns Ck—2Ck—3 « « se C7CG: (308) 
Nu is r, < b — 1, dus: 
Bob lek gebe 
Het getal w‚_1, dat aan 
AR ge er ed EL LE) (309) 
voldoet, is dus weer een getal van één cijfer, dat echter ook nul 
zijn kan. 
Volgens (308) en (309) is verder: 
a= bw,g” en Wig") EL Peren En Ch2CK—3 «eee CEG S= 
= owe” ee Wor!) a (Mii ej Eno otn En Cee Ce: 
Hierin is rig + Cio < bg en levert dus bij deeling door b 
een partiëel quotiënt w‚_> van één cijfer, enz. 
Zoo doorgaande vindt men: 
NS en a rk OP Td Ha 
al EF Ci Jen Nen 


es EE Wi Ee eel mid ag) ie vi ie AA € 
= bwet + wii! En ht WED let MON 
A a ST a rn ak ON er a ON a dT 
waarin 7, < b is. Men heeft dus: 


5 St Ot En ek U Bek 
WE ve a U WG 
zoodat Ws, Wii. ee, Wi, Wy de cijfers van het gezochte 
quotiënt zijn. Deze worden verkregen als de partiëele quotiënten 
bij deeling der getallen 
P, EH Chn Ml H Cin os NET E, NEC, (810) 
door b. De getallen (310) worden gevonden door achter r,, 
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Fils «…-.…, M het eerste nog niet beschouwde cijfer van a te 
plaatsen (aan te halen), terwijl 71, ri, ...., 1 als resten van 
deelingen van de in n°. 471—479 besproken soort optreden; de 
laatste rest r, is de rest der deeling van a door b. Dit geeft 
den bekenden algorithmus der deeling. 


482. Overgang op een ander talstelsel. We willen nu het 
getal 
1 dee. (269) 
geschreven in het g-tallig stelsel, omvormen tot een getal in het 
h-tallig stelsel. Daartoe moet a in den vorm 
let n eear  LO e U Ae 


gebracht wordensswaarin ddie sds allen A RZIER 
Het getal d, is de rest der deeling van a door A. Heeft men: 
a=gqh td, 
dan is: 


Ard dln Lal kend 
zoodat d, de rest der deeling van q, door 4 is. Is verder: 
A = Ah + dh, 
dan is d, de rest der deeling van q, door kh, enz. Dit gaat door 
totdat er een quotiënt ontstaat, dat < k is; dit quotiënt is d,, 
dus het eerste cijfer van a in het A-tallig stelsel, terwijl de bijbe- 
hoorende rest het tweede cijfer is. Men krijgt dus het volgende 
stel gelijkheden: 
a =gqh +d (d <h), 
nh =ah +d (dà <h), 
q, =qh Ta, (de <h), (311) 
Gn-2 = Gnat tr dre (dae Sh), 
Qni=dn h+drai (doa <A, d, SK). 
In het Z-tallig stelsel is het getal a dan: 
GROTE rn 
Opgemerkt zij nog, dat de deelingen in het g-tallig stelsel 
worden uitgevoerd. 
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483. De herleiding van a tot een getal in het Z-tallig stelsel 
kan ook geschieden door voor a te schrijven: 
Gn Emiel tere CS tt = 
(CROO TREE ot ON ED Er Ore 
Oe Cr te AE Ca lgte JO Cet enz. 
Is b.v. m —= 5, dan vindt men zoo ten slotte: 


Li [SL (cate) t ele + ctg ns c,| ZE Co. 
De berekeningen, die men heeft uit te voeren, kunnen ook 
door de volgende gelijkheden worden aangegeven: 
Pm-1= Cm EZ + Cm 
Pes Pld Ons 
Bman 20 ni Cms (312) 
AD Zr, 
WP LC 
De vermenigvuldigingen en optellingen moeten nu in het h-tallig 
stelsel worden uitgevoerd, waardoor a ten slotte als een in het 
h-tallig stelsel geschreven getal verschijnt. 


484. Vergelijking der methoden van n°. 482 en 483. De 
methoden van n°, 482 en 483 zijn ook onmiddellijk uit elkaar 
af te leiden. Wanneer men nl. de gelijkheden (811) van n°. 482 
in omgekeerde volgorde leest kunnen ze ook dienen om het in 
het Z-tallig stelsel geschreven getal a tot een getal in het g-tallig 
stelsel om te vormen. Men krijgt zoo echter de methode van 
n°. 483. Beide methoden zijn dus als elkaars omgekeerde te 
beschouwen. 

Men kan de twee beschreven methoden aanduiden als die der 
deeling in het oorspronkelijke en die der vermenigvuldiging in 
het nieuwe talstelsel. Is een der beide talstelsels het tientallige, 
dan zal men die methode kiezen, waarbij in het tientallig stelsel 
gerekend wordt. 

Als men de methode van n°. 482 toepast wordt ondersteld, dat 
bekend is hoe de cijfers en het grondtal h van het nieuwe tal- 
stelsel in het oude talstelsel (dat met grondtal g) geschreven 
worden. Men begint bij die methode met Z in het g-tallig stelsel 
te schrijven en heeft dan verder nog de door de deelingen opge- 
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leverde resten d,, d,, ....…, dn (die in ket g-tallig stelsel gevonden 
worden) als cijfers in het Z-tallig stelsel te schrijven. 

Bij toepassing der methode van n®. 483 wordt daarentegen 
bekend ondersteld hoe cijfers en grondtal van het oude talstelsel 
in het nieuwe talstelsel (dat met grondtal h) geschreven worden. 
Men begint daarbij met het oude grondtal g en de oorspronke- 
lijke cijfers cm, Cmt «-.……» Ci, Co als getallen in het Z-tallig stelsel 
te schrijven, waarna de door (312) aangegeven berekeningen 
worden uitgevoerd. 


485. Het omvormen van cijfers en grondtal van het g-tallig 
stelsel tot in het h-tallig stelsel geschreven getallen kan geschie- 
den door die cijfers in de natuurlijke volgorde neer te schrijven 
en daaronder de getallen in het Z-tallig stelsel, eveneens in de 
natuurlijke volgorde (dus naar de grootte gerangschikt), hetgeen 
op de in n®. 422 aangegeven wijze geschieden kan. Men zou 
zoo ook ieder getal van het eene talstelsel in het andere kunnen 
overbrengen, hetgeen echter bij groote getallen een zeer omslach- 
tige methode is. 

Het is natuurlijk aangewezen die cijfers van het eene talstelsel, 
die ook in het andere talstelsel getallen van één cijfer zijn, in 
laatstgenoemd talstelsel door dezelfde teekens voor te stellen als 
in het eerste, dus voor een getal kleiner dan beide grondtallen 
in beide “talstelsels hetzelfde cijferteeken te kiezen. Is A > g, dan 
heeft men dus voor de omvorming van cijfers en grondtal van 
het g-tallig stelsel tot getallen ín het Z-tallig stelsel slechts te 
weten door welk cijferteeken g in het Z-tallig stelsel wordt aan- 
gewezen. Ìs h < g, dan moet men op de aangegeven wijze een 
tabel aanleggen, die de cijfers van het g-tallig stelsel, welke > 4 
Zijn, benevens het grondtal g zelf, in het Z-tallig stelsel aangeeft. 

We laten hier zulk een tabel volgen, die cijfers en grondtal 
van het vierentwintigtallig stelsel ín het viertallig stelsel uitdrukt: 


os isepe Basler TAG Uk Are lig MIS ed 
OAN Ba Pl er ei EDGE 0 1D DE 
CORE ARE: h Len). k j m n 

30 31 32 33 100 101 102 103 110 11l 112 113 
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Hierin stellen a, b, ec, ...., n de cijferteekens in het vieren- 
twintigtallig stelsel voor, die op 9 volgen, dus a = tien, b = 11, enz. 

We merken nog op, dat het vervaardigen van zulk een tabel 
overbodig is als men die methode kiest, waarbij in het talstelsel 
met het grootste grondtal gerekend wordt, dus de methode van 
n°. 482 als men op een kleiner en de methode van n°. 483 als 
men op een grooter grondtal overgaat. Het kleinste grondtal ís 
nl. direct als een cijfer van het andere talstelsel te schrijven en 
wel als het cijfer volgend op het grootste cijfer voorkomend in 
het talstelsel met het kleinste grondtal. 


486. Voorbeeld ter toelichting. Als voorbeeld nemen we de 
omvorming van het getal 352406, geschreven ín het zeventallig 
stelsel, tot een getal in het negentallig stelsel. Het nieuwe grondtal 
h is dan (in het oorspronkelijke, dus in het zeventallig stelsel) 
12. De berekening volgens de methode van n°. 482 loopt aldus 
(in het zeventallig stelsel): 


12 /352406\ 26 12 /26336\ 2164 
Aan En 336 Ask 
112 KOS 
105 12 
44 113 
36 105 
50 56 
36 51 
116 5 

105 
5 
12 /2164\ 152 12 /152\ 12 12 /12\ 7 
Wiiloo / 12 \ /12\ 
66 PV 0 
63 24 
34 kre) 
24 
1 


In het negentallig stelsel is het getal dus 105758. 


1) Dit geeft in het negentallig stelsel het cijfer 8 (zie n°. 484). 
2) Dit geeft in het negentallig stelsel het cijfer 7. 
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De berekening volgens de methode van n°. 483 is als volgt 
(in het negentallig stelsel): 


3 222 1685 
en ie Tacooid 
zt Lest X 7E X 
Di deed ionen 


Wil men becijferingen in andere talstelsels dan het tientallige 
vermijden, dan kan men het getal eerst tot het tientallig stelsel 
herleiden (met de methode van n®. 483) en vervolgens tot het 
negentallig stelsel (volgens de methode van n°. 482). De berekening 


is dan aldus: 


5 182 
7 9 
Ie 184 | 
5 7 
26 7 1288 
7 4 
189 1292 | 
ene denn 
63 
5 
27 
44 
36 
8 
0 86 9 En 
7 /8i 
61 5 
i | 
7 


1292 
7 
0044 ” 
7 
63308 
6 
633 | 
9 „18 ret 
63 \ 
73 
72 
14 
9 


5 
o/o 
/\ 


In het tientallig stelsel is het getal dus 63314 en in het negen- 


tallig stelsel 105758. 


Hoewel men daarbij meer heeft neer te schrijven, voert de 
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laatste berekening allicht het snelst tot het doel door de grootere 
gemakkelijkheid, waarmede men in het tientallig stelsel rekent. 


487. Wanneer men omgekeerd het in het negentallig stelsel 
geschreven getal 105758 tot het zeventallig stelsel wil herleiden 
is de (ín het negentallig stelsel uitgevoerde) berekening volgens 
de methode van 482 aldus (bedenkend, dat het nieuwe grondtal 
in het negentallig stelsel als 7 wordt geschreven): 


7 /105758\ 13358 7 /13358\ 1685 
AE \ Artz SSN 
25 53 
23 46 
97 65 
23 62 
45 vat: 
38 38 
68 0 
62 
6 
5 
HN OE GEN 
18 64 5 
15 62 | 
35 W, 
31 
14 


Het getal is dus in het zeventallig stelsel 352406. 

Bij de methode van n°. 483 begint men met de cijters 7 en 
8 van het getal 105758 en het grondtal van het negentallig stelsel 
in het zeventallig stelsel resp. als 10, 11 en 12 te schrijven. De 
berekening is dan aldus (in het zeventallig stelsel): 


152 26331 
D N ziel 7 E56 Ik 
Pr N 7 pz 35055 os 

> de Ha 7 06 ig 


De omvorming via het tientallig stelsel laten we aan den lezer over. 


HOOFDSTUK II 


INVOERING DER NEGATIEVE GEHEELE GETALLEN. 


$S 1. Stelsels getallen, waarbij de aftrekking 
onbeperkt mogelijk is. 


A88. Permanentie der rekenregels. Wanneer we van de 
in Hoofdst. 1, $ 8 besproken transfiniete (oneindige) getallen 
verder geheel afzien, kunnen de tot nu toe beschouwde getailen, 
dit zijn de natuurlijke getallen en het getal nul, als aantallen 
elementen eener eindige hoeveelheid optreden. We duiden deze 
daarom (zooals reeds in n®. 291 is opgemerkt), in tegenstelling 
met de getallen, die nog zullen worden ingevoerd (negatieve getal- 
len, gebroken getallen enz), als aantallen aan. 

Het stelsel der aantallen heeft het vaak hinderlijke bezwaar, 
dat daarin de aftrekking en de deeling niet steeds mogelijk is. 
Met de uitbreidingen, die het getalbegrip heeft ondergaan, wordt 
beoogd deze omgekeerde verbindingen mogelijk te maken (waarbij 
dan echter, zooals blijken zal, aan de deeling steeds de beperking 
moet worden opgelegd, dat de deeler niet nul ís). 

Aan iedere uitbreiding van het getalbegrip wordt (zooals het 
woord uitbreiding reeds uitdrukt) de eisch gesteld, dat de reeds 
vroeger gevormde getallen deel uitmaken van het nieuwe stelsel 
getallen, dus dat aan het reeds aanwezige stelsel iets wordt toe- 
gevoegd, maar niets daarvan wordt weggelaten. 

Natuurlijk moeten bij iedere uitbreiding de begrippen „groo- 
ter” „som” en „product” opnieuw gedefiniëerd worden. Hierbij 
wordt verlangd, dat daardoor geen wijziging in die begrippen 
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gebracht wordt voor de tweetallen getallen, die beide reeds vóór 
de beschouwde uitbreiding tot het stelsel getallen behoorden, dus 
dat de nieuwe definities van grooter, optelling en vermenigvul- 
diging voor deze paren getallen op hetzelfde neerkomen als de oude. 


489. Bij het uitbreiden van het getalbegrip laat men zich 
verder daardoor leiden, dat men de rekenregels, die voor aantal- 
len gelden, wenscht te behouden. Dit is door HANkeEL ©) het 
beginsel van de permanentie der formeele wetten genoemd. 

Om verzekerd te zijn, dat de verschillende eigenschappen na 
de uitbreiding van het getalstelsel geldig gebleven zijn, behoeft 
men er zich slechts van te overtuigen, dat de grondeigenschappen 
behouden blijven, daar dit dan voor de daaruit afgeleide eigen- 
schappen van zelf het geval is (zie n°. 10). 


490. We resumeeren hier nog eens de grondeigenschappen, 
daaronder ook het bestaan der verbindingen „optellen” en „ver- 
menigvuldigen’” opnemend. Daarbij verdeelen we die eigen- 
schappen in twee groepen. 

1. Grondeigenschappen der rechtstreeksche verbindingen. 

a) Er is een verbinding „optelling”, die uit ieder tweetal 
getallen van het stelsel één en slechts één getal van dat stelsel 
doet winden. Of anders gezegd: de optelling is in dat stelsel 
mogelijk en ondubbelzinnig. 

b) De optelling is commutatief; atb=b+ta. 

c) De optelling is associatief; (a + b) +ec=a+t(b+c). 

d) De optelling bezit een modulus; a +0 =a. 

e) Er is een tweede verbinding „vermentgvuldiging”, die uit 
ieder tweetal getallen van het stelsel één en slechts één getal 
van dat stelsel doet vinden. Of anders gezegd: de vermenig- 
vuldiging is in dat stelsel mogelijk en ondubbelzinnig. 

f) De vermenigvuldiging is commutatief; ab — ba. 

2) De vermenigvuldiging is associatief; a(bc) = (ab)c. 

h) De vermenigvuldiging is distributief ten opzichte van de 
optelling; (a + b)e = ac + bc. 


1) HERMANN HANKEL. Theorie der complexen Zahlensysteme. 1867. 
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i) De vermenigvuldiging bezit een modulus; 1 .a=a. 
II. Grondeigenschappen der volgorde (grooter en kleiner). 
a) Voor ieder tweetal getallen a en b van het stelsel bestaat 
één en slechts één der drie volgende betrekkingen: 
ODS 
a> b (ook te schrijven als b < a), 
- a <b (ook te schrijven als b > a). 
DO) ISCO OREN SDE RC ROOMS KOR RL 
CINELS ORE NO MCOT NSR ei OG: 


491. Algemeene eigenschap betreffende de mogelijkheid en 
ondubbelzinnigheid der aftrekking. Zooals reeds in n°. 68 is 
opgemerkt, blijft de aftrekking bij iedere uitbreiding van het getal- 
begrip als de omkeering der optelling gedefiniëerd. Het gaat 
er daarbij dus om het getal x zoo te bepalen, dat aan 

Nel end (23) 
voldaan is, waarin a en b gegeven getallen zijn. 

De vraag, die zich nu voordoet, is deze of aan de vergelijking 
(25) kan worden voldaan en of aan die vergelijking door niet 
meer dan één getal kan worden voldaan, dus of de aftrekking 
mogelijk en ondubbelzinnig is. 

Men heeft dienaangaande de volgende algemeene eigenschap: 

Voor een stelsel getallen is de aftrekking steeds mogelijk en 
ondubbelzinnig als de eigenschappen la, b*), c, d van n°. 490 
(grondeigenschappen der optelling) gelden en bovendien de aftrek- 
king van nul (d.w.z. met aftrektal nul) steeds mogelijk is. 

In het onderstelde behoeft niet te worden opgenomen, dat de 
aftrekking van nul ondubbelzinnig is. Die ondubbelzinnigheid blijkt 
achteraf (d. w. z. als de stelling ís aangetoond) van zelf aanwezig 
te zijn als gevolg van de mogelijkheid der aftrekking van nul. 


492. Om de ondubbelzinnigheid der aftrekking aan te toonen 
nemen we aan, dat door een zekere waarde van x aan de ver- 
gelijking (23) voldaan is. Volgens het laatste deel van het onder- 


1) De commutatieve eigenschap der optelling maakt, dat er van slechts 
één soort aftrekking sprake is (zie n°. 68). 
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stelde der eigenschap van n®. 491 kan men een getal y bepalen, 
waarvoor aan 
ih Des 0 (313) 
voldaan is. Hieruit volgt in verband met (23): 
Pons Ve arty, 
xt(ytb)=aty, 
xH0=aty, 
X=aty. (314) 

Hiermede is aangetoond, dat het getal x, dat aan de verge- 
lijking (28) van n°. 490 voldoet, niets anders zijn kan dan a + y, 
dus dat de aftrekking, zoo ze mogelijk is, ondubbelzinnig is. 

In het bijzonder kan men dus besluiten, dat aan de vergelijking 

Xb =b, 
waaraan voldaan is door x= 0, door geen andere waarde van x 
voldaan wordt, dus dat de optelling geen andere modulus heeft 
dan het getal 0 (iets dat voor het bewijs niet behoefde onder- 
steld te worden). 

We merken nog op, dat bij dit bewijs van de ondubbelzinnig- 
heid der aftrekking niet (zooals in n°. 69) van de grondeigen- 
schappen der volgorde gebruik gemaakt is, maar dat in plaats daar- 
van nu de mogelijkheid der aftrekking van nul getreden is. 


493. Daar in n° 492 uitgegaan is van de nog niet bewezen 
onderstelling, dat aan de vergelijking (23) kan worden voldaan, 
en alleen bewezen is, dat als daaraan kan worden voldaan dit 
slechts door x= a + y mogelijk ís, moet nog worden aangetoond, 
dat door x=a+y werkelijk aan (23) voldaan wordt. Dit geschiedt 
door x= a+ y in het eerste lid van (23) te substitueeren (d. w. 
z. daarin x door a + y te vervangen), waardoor dit overgaat in: 

(ad-y)tb=at(ytb)=ah0=a 
en dus inderdaad gelijk wordt aan het tweede lid van (23). 
Hiermede is (uitgaande van de in n°. 491 genoemde onder- 
stellingen) de mogelijkheid der aftrekking aangetoond. 


494. Gevolgen van de mogelijkheid der aftrekking. In het 
voorgaande is gebleken, dat de aftrekking mogelijk en ondubbel- 
zinnig is, als het getalstelsel van dien aard is, dat behalve de ín 
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n°. 490 genoemde grondeigenschappen nog de volgende grond- 
eigenschap geldt: 
De aftrekking van nul (modulus der optelling) is mogelijk. 
Alvorens tot een zoodanige uitbreiding van het getalbegrip over 
te gaan, dat die grondeigenschap geldig wordt, zullen we daaruit 
enkele gevolgtrekkingen afleiden. 


495, Om te beginnen merken we op, dat de formules (29), 
(31) —(38), (42) en (59) —(61) van n°. 77, 79—83, 87 en 1053—104 
zonder uitzondering geldig geworden zijn, dus zonder dat be- 
perkende ongelijkheden (die dienden om de verschillende aftrek- 
kingen mogelijk te maken) noodig zijn; de van die formules 
gegeven bewijzen, die op de grondeigenschappen van n°. 490 
berusten, blijven nl. van kracht. De door de formules uitgedrukte 
eigenschappen krijgen nu niet alleen een eenvoudiger formuleering, 
maar ook een ruimere geldigheid. Hierin bestaat het groote 
voordeel der uitbreiding van het getalbegrip. 

Tevens zal blijken, dat de genoemde formules door de onbe- 
perkte mogelijkheid der aftrekking op veel eenvoudiger, of althans 
doorzichtiger, wijze kunnen worden aangetoond (zie n°, 499 en 
511) en zoo kunnen worden opgevat, dat ze slechts als bijzondere 
vormen verschijnen van formules, waarin geen aftrekking maar 
optelling voorkomt. Dit geeft een aanmerkelijke vereenvoudiging 
der theorie. 


496, De eigenschappen van n°. 84, 85 en 88 kunnen nu korter 
zoo worden uitgesproken: 

Is a > b, dan is a —c > b—c. 

Men heeft dan en alleen dan a—b=e—dalsadd=ctHb is. 

Men heeft dan en alleen dan a—b>c—dalsatd>ceHtb is. 

De daarvan gegeven bewijzen blijven geldig, maar kunnen weer 
op meer overzichtelijke wijze gegeven worden (zie n°. 500). 


497, Terugbrenging der aftrekking tot de optelling. We 
maken nu eenige verdere gevolgtrekkingen uit de grondeigen- 
schappen van n°. 490 en 494. 

De oplossing der vergelijking (23) van n°. 491 wordt door a —b 
voorgesteld. De oplossing der vergelijking (813) van n°. 492 is 
dan 0 — b, waarvoor men kortweg — b schrijft. Men kan dus ook 


penn 
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zeggen, dat het getal — b gedefiniëerd wordt door de betrekking 
—bHb=0. (315) 
In deze formule (die ook als b + (— b) = 0 geschreven kan 
worden) spelen de getallen 5 en — b dezelfde rol, m. a. w. ket 
verband tusschen b en — b is wederkeerig of recíprook. Van deze 
getallen wordt het eene het tegengestelde van het andere genoemd. 
De wederkeerigheid van het verband tusschen 5 en — b wordt 
ook uitgedrukt door de uit (815) voortvloeiende formule: 
— (—b)=b. (316) 
Uit 0+0 = 0 volgt 0 = 0 — 0, dus: 
— 0 = 0, (317) 
zoodat het getal nul gelijk is aan zijn tegengestelde. 


498. Door de notaties van n®. 497 kan voor de vergelijking 
(314) van n°. 492 (die de oplossing der vergelijking (23) aangeeft) 
geschreven worden: 

a—b=adt(—b). (318) 

Deze belangrijke formule drukt uit, dat de aftrekking op te 
vatten is als vervanging van den aftrekker door zijn tegengestelde 
(waarbij dus de aftrekker van nul wordt afgetrokken) gevolgd 
door optelling bij het aftrektal. 

Door deze terugbrenging van de aftrekking tot optelling kunnen 
verschillende eigenschappen der aftrekking als eigenschappen van 


_ de optelling geïnterpreteerd worden. 


499, Vereenvoudiging van de eigenschappen der aftrekking. 
Met behulp van de formule (318) kunnen de formules (29), (36) 
en (37) van n°. 77 en 83 aldus uit de eigenschappen der optelling 
worden afgeleid: 


at (b—ce =at{b+(—ce)}= 


= (a + b) + (— c) = (a + b) —c, (29) 
(Ges olen Cds Oje C) == 
= (a t(—0)}+(—b)= (ae) —b, (36) 
ad(b—e)=at{b+l—0)}= 
=b+{at(—0)}=b+t(a— ce). (37) 
Ook kan (37) door tweemalige toepassing van (29) worden 
aangetoond. 
FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde. 16 
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500. Op soortgelijke wijze bewijst men de eigenschappen van 
n°. 496. Uit a> b volgt in verband met de eigenschap //c van n°. 490: 
a+ (— Cc) > b +(— 0), 
a—Cc>b—c, 
waarmede de eerste eigenschap van n®. 496 is aangetoond. 
Uit a —b =e—d volgt: | 
| Gamila DICH raid) 
alb) Hb HdeetH(d) Hb td, 
add=btC. 
Evenzoo vormt men de laatste gelijkheid tot a — bh =ec—d 
om, waarmede de tweede eigenschap van n°. 496 is aangetoond. 
Een overeenkomstig bewijs kan van de derde eigenschap gege- 
ven worden. 


501. De in n°. 499 en 500 gegeven bewijzen zijn zoo een- 
voudig, dat het nauwelijks de moeite waard is de betreffende 
eigenschappen der aftrekking naast de eigenschappen der optelling, 
waartoe ze zijn teruggebracht, te vermelden. Door a — b slechts 
als een afkorting voor a + (— 6) te beschouwen, kan men zeggen, 
dat de in n°, 499 bewezen formules niets anders dan reeds bekende 
eigenschappen der optelling zijn. 

Door de formule (318) kan de aftrekking om zoo te zeggen 
als nieuwe verbinding worden uitgeschakeld, mits men het vormen 
van het tegengestelde van een getal behoudt. Dienovereenkomstig 
heeft men in een uitdrukking als 

a—b—-ctHd (319) 
een optelling der vier getallen a, —b, — c en d te zien, waar- 
mede tevens gezegd is, dat de bepaling van (319) van links naar 
rechts moet worden uitgevoerd, dus dat daarmede bedoeld is: 


(a — b) —c} + d. 


502. Product met een factor nul. Uit de grondeigenschappen 
[ van n°. 490 volgt: 
ab+a.0=a(b+ 0) = ab. 
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Hieruit volgt in verband met de grondeigenschappen //a en c: 
0-a=a.0=0; (320) 
uit a.0 > 0 of < 0 zou nl. volgen: 
ab+a.0 > ab of < ab. 


In woorden luidt (820): 

Een product is nul als een zijner factoren nul is. 

Deze eigenschap, die we ín n®. 304 voor aantallen hebben 
aangetroffen, is dus een gevolg van de grondeigenschappen van 
n°. 490 en bijgevolg zelf geen grondeigenschap. Bij de verschillende 
uitbreidingen van het getalbegrip behoeft dus de formule (320) 
niet afzonderlijk te worden aangetoond (hetgeen overigens zonder 
moeite geschieden kan). 


503. De formule (320) kan ook uit de grondeigenschappen 
[ van n°. 490 ín verband met de grondeigenschap van n°. 494 
worden afgeleid. Uit de formule (315) van n°. 497 volgt nl.: 

a.0=0ta.0= 
= (— ab +ab)+a.0=—ab (ab Ha.0) = 
— — ab +al(b +0) = —ab +ab=0. 

In plaats van de grondeigenschappen der volgorde is hierbij 

de mogelijkheid der aftrekking van nul gebruikt. 


504. Enkele eigenschappen betreffende vermenigvuldiging 
en aftrekking. Uit (315) volgt in verband met (320): 
al—b +b) =a.0, 
a(—b)+Hab =0, 
dus: 
a (— b) = — (ab). (321) 
In woorden luidt dit (door van het tweede lid uit te gaan): 
Men vormt het tegengestelde van een product door een der 
factoren van het product door zijn tegengestelde te vervangen. 
Uit (321) volgt natuurlijk verder nog: 
al—b)=(—a) bb. 
505. Uit (321) vindt men door 5 = 1 te nemen: 
BASIS la 1), 


dus: 
Gag: (322) 


244 


In woorden luidt dit: 

Door een getal met — 1 te vermenigvuldigen krijgt men het 
tegengestelde van dat getal. 

Men kan dit ook zoo uitdrukken, dat aftrekken van nul op 
hetzelfde neerkomt als vermenigvuldigen met — l. 


506. Uit (321) volgt door a door — a te vervangen; 
dn A A ke AU 
dus in verband met (816): | 
(— q) (— b) = ab: (323) 

Men heeft dus: 

Een product van twee factoren verandert niet als men beide 
factoren door hun tegengestelde vervangt. 

Deze eigenschap, die van n°. 504 en «die van n°. 505 zijn blijk- 
baar afgeleide eigenschappen. We merken nog op, dat voor het 
bewijs daarvan niet van de grondeigenschappen der volgorde 
gebruik is gemaakt. 


DO4S DOON DR dE LENEN TOEREN 
jen (324) 
Hieruit leidt men verder af: 
ee Ae EE 
mn iden mhd de 
rt dd 


mn, 


(alde (eren kan 


enz. 
Men vindt zoo: 


(—1=l als n even is, 


(—D*=-— 1 als n oneven is. 
Dit kan ook aldus geschreven worden: 
tel (Ie. (325) 


Hierin is n een aantal. 

Uit (322) en (824) zijn, in verband met de commutatieve, 
associatieve en de moduluseigenschap der vermenigvuldiging, 
aldus de formules (321) en (323) terug te vinden: 

a— b) = a{(— 1)6} = (— 1) (ab) = — (ab), | 
a) —-b)={(— Da D= 
= (— 1)? (ab) = 1. (ab) = ab. 


Baas 
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De formules (322) en (324) maken dus de formules (321) en 
(323) min of meer overbodig. 


508. Verdere vereenvoudiging van de eigenschappen der 
aftrekking. Met behulp van (822) kan de formule (318) van 
n°. 498 ook aldus geschreven worden: 

a—b=at(— 18. __(826) 

Hierdoor is de aftrekking tot vermenigvuldigen met — Ì en 
optellen teruggebracht. 

Dit maakt, dat zonder uitzondering alle eigenschappen der 
aftrekking een onmiddellijk uitvloeisel worden van die van de 
optelling en de vermenigvuldiging. De bijbehoorende formules 
zijn nl. door slechts aan optellen en vermenigvuldigen te denken 
onmiddellijk neer te schrijven. Men krijgt zoo een nog verder 
gaande vereenvoudiging dan de in n°. 499 —501 besprokene (zie 
nero tL). 


509. Uit de distributieve eigenschap der vermenigvuldiging 
volgt in verband met de formule (322) van n®. 505: 


— (atb) =(—1) (a +b)=(—lat(—lb = — at (—b). 
Men heeft dus: 
— (atb) =—at(—b), (327) 
hetgeen ook zoo te schrijven is: 
— (atb)=—a—b. 
Vervangt men in (327) & door — b, dan vindt men volgens 


(316) en (318): 
—(a—b)=—a+tb. (328) 


510. Door volledige inductie is (327) aldus tot een som van 
een willekeurig aantal termen uit te breiden: 
RE (a; + 42 + PRN RF + Ar) == TT a, + (— 43) +... + (— 4), (329) 
of: 


n n 
—Ya=X-— a 
=l 


In plaats hiervan schrijft men ook: 
— (a, +4; +....+ An) = — 4 — Ag — se — An. 
In woorden luidt (329): 
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Men vormt het tegengestelde van een som door ieder der 
termen van die som door zijn tegengestelde te vervangen. 


511. Met behulp van (327) en (328) kan men zonder eenige 
moeite al die formules voor den dag brengen, waarbij het 
teeken — voor een uitdrukking tusschen haakjes staat. We laten 
hiervan eenige voorbeelden volgen: 
(a —b)—c={a + (—b)} + (—c) = 
=at{—bt(—0)}=at{—(b +C)} = 
=a—(b +0), (31) 
a—(b—ce)=atr{—(b —Ce)} = 
nt (Sb Che derne DE 
e= (At C)i=h, (32) 
(a —b)—(e —d) {a H(—6)}H{— (e— dd} = 
NADIA GL) NO AT) ER CN 
(atd {BHO} (atd (bo), (34) 
(Orle (Ot Cl Ol) hl men One Gin 
de rtok hetere ME OE oe 
=(a—b)H0=a—b. (42) 
Uit (818) en (321) volgt verder nog: 
ac — be = ac + (— be) = 
= AC + (— De = {a +(— be = (a — b)e. (59) 


512. Positieve en negatieve getallen. Een van nul verschil- 
lend getal van het stelsel is volgens de grondeigenschap //a van 
. 490 òf > 0 òf < 0. In het eerste geval wordt het getal 
positief, in het tweede geval negatief genoemd. 

Is het getal a b.v. positief, dus 


qe 0, 
dan volgt daaruit in verband met de grondeigenschap //c: 
—ata>—at0, 
0 > — g, 
—a <0. 


B Rn 
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Omgekeerd leidt men uit a <0 af, dat — a> 0 is. We 
vinden dus: 

Het tegengestelde van een positief getal is negatief en het 
tegengestelde van een negatief getal positief. 

Hieruit blijkt tevens, dat een stelsel getallen, waarvoor de in 
n°. 490 en 494 genoemde grondeigenschappen gelden, zoowel 
positieve als negatieve getallen bevat. 

Een andere gevolgtrekking uit de eigenschap is, dat nul het 
eenige getal is, dat gelijk is aan zijn tegengestelde (zie n°. 497). 


513. Uit a> b volgt in verband met de eigenschap //c van 

n°. 490: 
dE NEF 
a—b>0. 

Daar men evenzoo uit a — b > 0 tot a > b (of uit a < b tot 
a—b <0) besluit, vinden we: 

Zijn a en b twee verschillende getallen, dan is a> b of < b 
al naar gelang a —b > 0 (positief) dan wel <0 (negatief) is. 


514. Voor de formule (328) van n®. 509 kan men schrijven: 
eet ed eel En 
= — 4 — (— b). 
Is nu a> b, dan is a —b positief, dus — (a — b) negatief, 
dus — a — (— b) negatief, dus — a < — b. Men heeft dus: 
Is a > b, dan is —a< — b. 
Men kan dit ook bewijzen door uit a > b af te leiden: 
sab ard deld ber Ae Ard 
Oi kO let ne 
et 
515. Product van positieve getallen. We nemen verder aan, 
dat voor het beschouwde stelsel getallen de volgende eigen- 
schap geldt: 
Is a> 0 en b> O0, dan is ab > 0. 
Of anders uitgedrukt: 
Het product van twee positieve getallen is positief. 
Deze eigenschap is niet uit de grondeigenschappen af te leiden, 
dus zelf een grondeigenschap. 
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516. Is a> b en c > 0, dan volgt uit de eigenschappen van 
n°, 513 en 515: 


a—b>0, 
(DOD 
ac — be > 0, 

ner sD0: 


Men heeft dus: 

is arDrenect 0 sdan is tatibe: 

Of anders uitgedrukt: 

De betrekking „grooter tusschen twee getallen blijft bestaan als 
men beide getallen met een zelfde positief getal vermenigvuldigt. 


517. Is c <0,-dan is (volgens de eigenschap van n°. 512) 
-c > 0. Uit a> b volgt dan (wegens de eigenschap van n°. 516): 
Ot 
dus in verband met (321): 
— AC > — DC. 
Hieruit volgt weer in verband met de eigenschap van n°. 514: 
ACDC: 
Men heeft dus: 
(SOE OREN ONLINE NID: 
Hieruit blijkt, dat de betrekking „grooter” in „kleiner overgaat 
(en omgekeerd) als men beide getallen met een zelfde negatief 
getal vermenigvuldigt. 


518. Door in de eigenschap van n®. 516 a =0 (of ín die van 
n°, 517 b =O) te nemen vindt men: 

ISSUE Ce OWL IS ROCRRO 

Men kan dit ook zoo formuleeren, dat het product van een 
positief en een negatief getal negatief is. 

Neemt men in de eigenschap van n°, 517 a = 0, dan vindt men: 

Is Dresen st MLONSLEDCR RD 

Dit drukt uit, dat het product van twee negatieve getallen 
positief is. 

Uit het voorgaande volgt verder nog, dat de modulus 1 der 
vermenigvuldiging positief is. Is nl. a een positief getal, dan 
volgt uit l.a=a in verband met de eigenschap van n°. 502, 
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dat 1 niet aan O gelijk is, en uit de eerste eigenschap van dit 
nummer, dat Ì niet negatief is !). 


519. Uit de grondeigenschap van n°. 515 en de eigenschappen 
van n°. 518 blijkt, dat het product van twee getallen, die geen 
van beide nul zijn, eveneens van nul verschilt. Men kan dit 
aldus met de eigenschap van n°. 502 samenvatten: 

Een product van twee getallen is dan en alleen dan nul als 
een der factoren nul is. 

Door volledige inductie is dit tot een product van meerdere 
factoren uit te breiden. | 

Uit de eigenschap blijkt opnieuw, dat nul het eenige getal is, 
dat gelijk is aan zijn tegengestelde (zie n°. 512). Uit 

X=— X 
MEEK actes daard le Le 0 is) Xx 0, 


520. Absolute waarde van een getal. Onder de absolute 
(of volstrekte) waarde van een getal a verstaat men het getal a 
als a positief is en het getal — a als a negatief is; voor de 
absolute waarde van nul neemt men dat getal zelf. 

De absolute waarde van a wordt door \a| voorgesteld. Blijkens 
— 0 = 0 (zie n°. 497) heeft men dus: 

dia als a positief of nul is, 
‚al =-—a als a negatief of nul is. 


521. Uit de eigenschap van n°. 512 blijkt, dat \a| positief is 
als a van nul verschilt, zoodat men heeft: 
al z 0; (330) 
‚al =0 geldt dan en alleen dan als a=0 is. 
Verder volgt uit de eigenschap van n°. 512 nog: 
al ={—a). (331) 
In woorden luidt dit: 
Twee getallen, die elkaars tegengestelde zijn, hebben dezelfde 
absolute waarde. 


1) De betrekking 1 > 0 blijkt dus een gevolg der grondeigenschappen 
te zijn. 
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522. Zijn aen b beide positief, dus ook ab positief (zie n°. 515), 
dan is volgens de definitie van n° 520: _— 
Wohatek tiek Lelei 
Zijn a en b beide negatief, dus ab positief (zie n°. 518), dan 
is, in verband met de formule (323) van n°. 506: 
al. bl =(—4)(—b) =ab=|ab|. 
Is a positief en b negatief, dus ab negatief, dan is in verband 
met de formule (821) van n®. 504: 


al. |bj= al— b) =—ab= jab. 
In al deze gevallen heeft men dus: 
OD tE ene (332) 


Deze formule geldt ook nog als a of b nul ís, daar dan beide 
leden nul zijn. 
Door volledige inductie is (332) uit te breiden tot: 
U OO leif OR END (333) 
In woorden luidt dit: 
De absolute waarde van een product is gelijk aan het product 
van de absolute waarden der factoren. 


523. Absolute waarde van een som. Zijn a en b beide = 0, 
dan ís ook a +b = 0 (zie de eigenschap van n°. 58). Men heeft 
dan dus: 

atb =atb=lald|b. 


Zijn a en b beide S 0, dan is ook a +b < 0, dus in verband 


Iet 2 
atb|=—(atb)=—atl—-b)=lalt|b.. 
Men heeft dus: 
Zijn a en b beide positief of beide negatief, dan is: 
Ale Del AD (334) 
hetgeen ook nog geldt als a of b nul is. 


524. Van positieve getallen zegt men ook, dat ze het positieve 
teeken (het teeken +) en van negatieve getallen, dat ze het 
negatieve teeken (het teeken —) hebben. Men kan de eigenschap 
van n°. 523 dus ook zoo uitdrukken: 

De absolute waarde van de som van twee getallen, die 
hetzelfde teeken hebben, is gelijk aan de som van de absolute 
waarden der termen. 


' 
N 
’ 
f 
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Door volledige inductie blijkt, dat dit ook geldt voor de som 
van een willekeurig aantal termen met hetzelfde teeken. 


525. Is a2=0 en b SO, dan is: 
atb|=t(a+b)= 
= t{|4| + (— {6} = + (la) — 6). (835) 

Hierbij is onder + c een der getallen c (waarvoor ook wel 
+ c geschreven wordt) en — c te verstaan. \ 

Daar het eerste lid van (335) = 0 is, geldt ín het tweede, 
derde en vierde lid het teeken + of — al naar gelang \a! — b| 
=0 of 0 is, dus al naar gelang |al =|bl of <|b| is. In 
ieder geval kan men echter voor (335) schrijven: 


atbl=llal —|b|. (336) 
Hiervoor kan ook geschreven worden: 
atbl=||b|—|al). (337) 


De formules (336) en (337) gelden ook als a <0 en b =0 is. 
Men heeft dus: 

Hebben a en b tegengesteld teeken (d.w.z. is a positief en 
b negatief of omgekeerd), dan is }de absolute waarde van de 
som van a en b gelijk aan de absolute waarde van het verschil 
der absolute waarden van a en b. Dit geldt ook nog als a of 
b nul is. 


526. Uit 'b 20 en — b\ <0 volgt: 
Edertal Diek 
al —lb Sla, 
waaruit: 
a\—|\blSjal+|b|, 
Evenzoo is: 
Db — al slalt|b|, 
dus: 
jal—ló|| Ss |al +6. 
In het in n°. 523 beschouwde geval is dus: 
la+5l=|lal —|b| 


| L| 


en in het in n®. 525 beschouwde geval: 
KD Kohl 


252 


Hierbij geldt overal het teeken = dan en alleen dan als a = 0 
OLD EOS 
In ieder geval heeft men dus: 
la) —lo|| Slab} slal+|bl. (338) 
Hieruit leidt men in verband met de formules (318) en (331) 
van né. 498 en 521 af: 
laf —lól| Sja—b|slal+|b|. (339) 
Men heeft dus: 
Zoowel van a +b als van a —b is de absolute waarde 
<lal+|b| en =|lal—|b||. 


D24 Uitlü tofs yal sor leidtsmensat 
EO tt ton a Ooh Dane 
Ui Ah Che OEH ECH 
dus: 
U 0 ar ese eaten Ci | 
Bijgevolg kan door volledige inductie het rechterdeel van (338) 
aldus worden uitgebreid: | 
randst saven Ar Sarena ken MeT 
In woorden luidt dit: 
De absolute waarde van een som is kleiner dan of gelijk aan 
de som van de absolute waarden der termen. 
Opgemerkt zij nog, dat het teeken — dan en alleen dan geldt 
als de van nul verschillende termen van de som alle hetzelfde 
teeken hebben. We laten het aan den lezer over dit na te gaan. 


S 2. Het stelsel der geheele getallen. 


528. Verschillen beschouwd als getallenparen. Bij een stelsel 
getallen van de in de vorige paragraaf beschouwde soort (waarin 
dus de aftrekking onbeperkt mogelijk is) is ieder getal c ín 
den vorm a — b }), dus als een verschil te schrijven, terwijl omge- 
keerd ook a —b steeds een getal van het stelsel is als a en b 
getallen van het stelsel zijn. 

In den vorm van verschillen geschreven wordt de optelling 
volgens de formule (83) van n°. 81 en de vermenigvuldiging 
volgens de formule (61) van n®. 104 uitgevoerd. Verder kan men 
het gelijk of grooter zijn met de tweede resp. derde eigenschap 
van n®. 496 beoordeelen. 


529, Men kan nu het verschil a — b ook opvatten als een 
getallenpaar (a,b), waarbij op de volgorde der getallen gelet 
moet worden. Twee zulke getallenparen worden dan op de 
volgende wijze opgeteld en vermenigvuldigd: 

(Wehe nn dist Cri ek dd), (341) 
(a, b). (c‚, d) = (ac + bd, ad + bc), (342) 
terwijl men aldus getallenparen vergelijkt: 

Men heeft dan en alleen dan 


(a, b) a (c, d) 
als voldaan is aan: 
atd=cHb. (40) 
Men heeft dan en alleen dan 
(a, b) > (c, d) 
als voldaan is aan: 
atd>ctb. (44) 
1) Men heeft nl.: 
c= (c + b) —b, 


C=a—(a—c; 
a of b kan daarin nog willekeurig worden aangenomen. 
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Verder heeft men nog: 
(RAE (343) 
Uit deze eigenschappen is het teeken — der aftrekking verdwenen. 


530. Gelijkheid van aantallenparen. Voor de aantallen 
(natuurlijke getallen of nul) gelden de grondeigenschappen van 
n°. 490, echter niet de grondeigenschap van n°. 494. 

Na het in n°. 529 opgemerkte ligt het nu voor de hand ket 
getalbegrip uit te breiden door het vormen van getallenparen 
(a, b), waarin a en b aantallen zijn, dus door het vormen van 
aantallenparen. De formules en eigenschappen van n° 529 
worden daarbij als definities overgenomen. 

Men heeft hierbij voorloopig in (a, b) geen verschil te zien, 
maar niets anders dan een aantallenpaar, waarbij op de volgorde 
der aantallen gelet wordt. Dit maakt echter de volgende ontwik- 
kelingen noodig, die we ook zonder meer ter uitbreiding van 
het getalbegrip hadden kunnen vooropstellen. We hebben dit 
niet gedaan, ten einde aan de definities het kunstmatige te ontnemen. 


531. Twee aantallenparen (a, b) en (c,‚ d) worden dan en 

alleen dan gelijk genoemd, hetgeen als 
OD KERN CNE) (344) 
geschreven wordt, als a+d=c+tb is. 

Bij deze definitie spelen beide aantallenparen dezelfde rol, 
zoodat de betrekking van gelijkheid van twee aantallenparen een 
wederkeerige is. 

Deze wederkeerigheid blijkt daaruit, dat de gelijkheid atd=cHdb 
door verwisseling van beide aantallenparen (dus van a met c en 
van b met d) in c+b = ad overgaat, een betrekking, die op 
hetzelfde neerkomt. Men drukt dit uit door te zeggen, dat de 
betrekking a+ d=c + b symmetrisch is ten opzichte van beide 
aantallenparen. In plaats van (344) kan men dus ook schrijven: 

(Gudiin GD) 


532. Het gelijk zijn van twee aantallenparen beteekent niet, 
dat beide paren hetzelfde zijn; zoo is b.v. (7, 3) = (9, 5). 
Zijn beide aantallenparen hetzelfde, of zooals men ook zegt 


identiek, dan is: 
sr mnd 
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In dat geval is aan a + d =c—+b voldaan, zoodat identieke 
aantallenparen ook gelijk zijn (terwijl, zooals reeds is opgemerkt, 
het omgekeerde niet het geval behoeft te zijn). Men kan dit ook 
zoo uitdrukken, dat ieder aantallenpaar aan zich zelf gelijk is. 


533. Uit de definitie van n°. 531 leiden we af: 


Is 
(a, b)=(c, d) en (c, d)=(e, f), (345) 


(a, b) =(e, f). (346) 


dan is: 


Of anders gezegd: 

Twee aantallenparen, die aan een zelfde aantallenpaar gelijk 
zijn, zijn ook onderling gelijk. 

Dit is de transitieve eigenschap der gelijkheid van aantallen- 
paren (vergelijk n°. 6). Voor het bewijs daarvan merken we op, 
dat uit (845) volgt: 

atd=c+b, 
nl eel emo 

Hieruit leidt men af: 

Clare rh elard Npa Aan AAN 
(Oene (er ende Old d): 

Uit de laatste gelijkheid volgt (zie de opmerking aan het eind 

van n@. 69): 
qr ete 0: 
waaruit de juistheid van (846) blijkt. 

Drukt men het ongelijk zijn door het teeken + uit, dan volgt 
uit de transitieve eigenschap door een redeneering uit het 
ongerijmde, dat uit (a, b) = (c, d) en (c, d) + (e, f) volgt (a, b) +(e‚ f). 


534. Definitie der geheele getallen. Men kan Ket aantallen- 
paar (a, b) en alle daaraan gelijke aantallenparen tot één begrip 
vereenigd denken. Dit begrip wordt een geheel getal genoemd. 

Is (ec, d) een aan (a, b) gelijk aantallenpaar, dan kunnen (wegens 
de transitieve eigenschap van n°. 533) de aan (a, 6) gelijke aan- 
tallenparen even goed als de aan (c, d) gelijke aantallenparen 
beschreven worden. Hieruit blijkt, dat alle aantallenparen, die 
men tot het begrip „geheel getal’ vereenigd heeft, ten aanzien 
van dit begrip dezelfde rol spelen. leder dier aantallenparen kan 
dienen om het geheele getal aan te wijzen; we noemen deze 
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aantallenparen de representanten van het geheele getal en spreken 
kortweg van, het geheele getal (a, b), waarmede dan bedoeld is 
het aantallenpaar (a, b) of ieder daaraan gelijk aantallenpaar. 


535. Bij twee geheele getallen beteekent het gelijk zijn, dat 
ze geheel hetzelfde zijn, dus dezelfde representanten hebben. Men 
kan ook zeggen, dat twee geheele getallen gelijk zijn als men 
niet met twee geheele getallen, maar met één enkel geheel getal 
te doen heeft. 

Zijn (a, b) en (c, d) representanten van twee geheele getallen, 
dan zijn deze laatste dan en alleen dan gelijk als de aantallen- 
paren (a, b) en (c, d) gelijk zijn. 


536. Geheele getallen, die aantallen en die welke geen 
aantallen zijn. Men identificeert het begrip van het geheele getal 
(a, 0) met dat van het aantal a, d.w.z. men maakt tusschen beide 
begrippen geen onderscheid. Dit kan ook zoo worden uitgedrukt, 
dat het aantal a onder de representanten van het geheele getal 
(a, 0) wordt opgenomen. In formule luidt dit: 


(a, 0) Zit (343) 


Men kan dus ook spreken van ket geheele getal a. 

Door de definitie, die in (843) staat uitgedrukt, vallen de aan- 
tallen onder het begrip „geheele getallen”. De vorming van dit 
begrip is dus een tweede uitbreiding van het getalbegrip 5. 

We merken nog op, dat de getallenparen (a, 0) en (b, 0), waarin 
a en b ongelijke aantallen zijn, ongelijk zijn (volgens de definitie 
van nê. 531, in verband met de moduluseigenschap der optelling 
van aantallen), zoodat een geheel getal slechts één representant 
van den vorm (a, 0) kan hebben. Het kan dus niet voorkomen, 
dat een geheel getal met twee verschillende aantallen geïdentifi- 
ceerd wordt. Hieruit blijkt, dat het begrip „gelijkheid” door de 
beschouwde uitbreiding geen verandering heeft ondergaan. 


1) De eerste is de invoering van het getal nul, waardoor de natuur- 
lijke getallen tot aantallen worden uitgebreid. Zooals in n°, 488 is 
opgemerkt, wordt van de uitbreiding tot transfiniete getallen verder geheel 
afgezien. 
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537. Uit de in n° 531 van gelijkheid van aantallenparen 
gegeven definitie volgt onmiddellijk: 
(a, b)= (ate, bate), (347) 
daar toch voldaan ís aan: 
Mar Oat ehs a tt) stb. 
Is c Saen <= b, dan heeft men evenzoo: 
(a, b) = (a —c, b — cc). (348) 
Men kan de gelijkheden (347) en (348) ook zoo uitdrukken: 
Een aantallenpaar wordt door een daaraan gelijk aantallenpaar 
vervangen als men beide aantallen van het paar met een zelfde 
aantal vermeerdert of vermindert. 


938. Is ba, dan kan men in de gelijkheid (348) c=b 

nemen, waardoor b — ce = 0 wordt. Men vindt dan: 
(a, b) = (a — b, 0), 

dus volgens (343): | 
(a, D))=a—b (ab). 

Men heeft dus: 

ls a > b, dan is het geheele getal (a, b) gelijk aan a — b, dus 
een aantal. 

In het bijzonder heeft men: 


ama) 0: (349) 
539. Heeft men: 
(ORO 0), (350) 
dan volgt daaruit: 
(a, 6) = (c, 0), 
ad0=c+tb, 
sheik 


Voor a < b kan dus (350) niet gelden, waaruit volgt: 
ls a < b, dan is het geheele getal (a, b) geen aantal. 
Men kan dit met de eigenschap van n° 538 aldus samenvatten: 
Het geheele getal (a, b) is een natuurlijk getal, nul of geen 
aantal al naar gelang a> b,=b of <b is. 


540. Is a < b, dan kan men in de gelijkheid (348) van n°. 537 
c = a nemen, waardoor deze overgaat in: 
(a, b) = (O0, , — 4). (351) 


1) Hierin is c een aantal; voorloopig stellen de gewone (Latijnsche) 
letters aantallen en de Grieksche letters geheele getallen voor. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde, bf 
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Daar b — a voor a < b een natuurlijk getal is, heeft men dus: 

Een geheel getal, dat geen aantal is, is te schrijven als een 
aantallenpaar, waarvan het eerste aantal wel, maar het tweede 
niet nul (dus een natuurlijk getal) is. 

We merken nog op, dat de gelijkheid (351) ook nog geldt 
voor a=b. Wegens (349) is (351) dan echter overbodig. 


541. Definitie van grooter en kleiner bij geheele getallen. 
Men schrijft: 


(1,0) (0d) | (352) 
dan en alleen dan als voldaan is aan: 
atd>c+tHb. (44) 
In plaats van (352) schrijft men ook: 
(Cr) ds 0). 


Daar (44) hetzelfde is als c +b < a+ d, heeft men: 
(a; bn ofssilcd), 
al naar gelang 
atd of <c+b 
is. 
542. Uit de definitie van n°. 541 leidt men gemakkelijk af: 
Ís 
(a,b) = (a, b), (c, d)= (ec, d)een: (a,b) =>{c,-d); (353) 
dan is ook: 
(OD AC RD (354) 
Uit (353) volgt nl: 
ast bath 
dri diel Gh 
doler: 
Hieruit volgt ín verband met de eigenschap van n°. 49: 
(a° + b) + (d’ +€) + (a + d) > (a + b') F(d +!) + (ec + b), 
(ard) (a beetle bb ted 
waaruit in verband met de eigenschap van n°. 84 volgt: 
TR ar ae 
Dit beteekent echter hetzelfde als (354). 
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543. Uit de eigenschap van n°. 542 blijkt, dat bij aantallen- 
paren de betrekking „grooter of kleiner” blijft bestaan als men 
die aantallenparen door daaraan gelijke vervangt. 

Dit maakt, dat men de definitie van grooter en kleiner van 
aantallenparen op de daardoor gerepresenteerde geheele getallen 
kan overdragen. 


544. Het begrip „grooter voor geheele getallen is een uit- 
breiding van dat voor aantallen. Hiermede wordt bedoeld, dat 
de nieuwe definitie van grooter, toegepast op geheele getallen, 
die tot aantallen te herleiden zijn (dus waarbij onder de repre- 
sentanten aantallen voorkomen), tot hetzelfde resultaat voert 
als de oorspronkelijke definitie (zie n°. 488). Om dit te bewijzen 
merken we op, dat het aantal a volgens de nieuwe definitie 
grooter dan het aantal b ís als men heeft: 


(a, 0) > (b, 0), 
at0=b+0, 
derd: 


dus als a volgens de oude definitie > b is. 


545. Eigenschappen betreffende grooter en kleiner, Uit 
het voorgaande blijkt, dat de grondeigenschap //a van n°. 490 
voor geheele getallen geldig is. É 

Ook de eigenschap 11b blijft voor geheele getallen doorgaan. Uit 

(asbisuerdje lende (209) 
alat end 
ear Er ed sim mit 
waaruit in verband met de eigenschap van n®. 57 volgt: 
deken are files (Gt) (ent: d), 
lanes te lets Gate Ohanian (Gete de): 
On lei 0, 
(a, b) > (€, f). 
546. Uit O0 = (O0, 0) blijkt, dat aan 
(a, b) > 0 
voldaan is als a +0 > 0 +5, dus als a > b is. Voora <b of 
= b is (a, b) < O0 resp. = 0, zoodat men heeft: 


volgt nl: 
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Het geheele getal (a, b) is positief, negatief of nul al naar 
gelang a> b, < bof =b is. 


541. In verband met de laatste eigenschap van n°. 539 volgt 
hieruit: 

De positieve geheele getallen zijn de natuurlijke getallen. De nega- 
tieve geheele getallen zijn de geheele getallen, die geen aantal zijn. 

Uit dit laatste volgt in verband met de eigenschap van n°. 540: 

Een negatief geheel getal is te schrijven in den vorm (0, a), 
waarin a een natuurlijk getal is. 

Issa nb Rdansiss0 Dies 0 deus: 

(ON) ER (O2) (355) 

Daar men omgekeerd uit (855) tot a > b kan besluiten, is dan 

en alleen dan aan (855) voldaan als a > b is. 


548. Definitie der optelling van geheele getallen. Onder 
de som 


(a, 5) + (c‚ d) 
der aantallenparen (a, b) en (c, d) verstaat men het aantallenpaar 
(Ast ld 
Hieruit volgt zonder moeite: 
Ís 
(Gab) GERD NEN (CRA (ORP, (356) 
dan is: 
(rd Ari GELAAT ager (357) 
Uit (356) volgt nl.: 
Uta 
CH d'=e Hd, 


waaruit men afleidt: 
(arts Cattle amen (iste) ante Chantie )e 
(ahiCe) rb ARC Jt (Ostende 
(TCO UA en OO de) 
Hieruit besluit men tot (357). 


549. Uit de eigenschap van n®. 548 blijkt, dat een som van 
twee aantallenparen door een daaraan gelijk aantallenpaar ver- 
vangen wordt als men de termen dier som door daaraan gelijke 
aantallenparen vervangt. 

Dit maakt weer, dat men de definitie van optelling van de 


aantallenparen op de daardoor gerepresenteerde geheele getallen — 


ST IETTRBTRE ER Nn 
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kan overdragen. De som van twee geheele getallen a en B is 
dan het geheele getal « + 3, dat gerepresenteerd wordt door een 
aantallenpaar, dat men verkrijgt door een representant van a en 
een representant van @ op te tellen; welke representanten men 
daarvoor kiest heeft op het geheele getal, dat ontstaat, geen 
invloed. 


550. Dat de optelling van geheele getallen een uitbreiding is 
van de tot nu toe beschouwde optelling, is verder gemakkelijk 
aan te toonen. Men heeft nl.: 

(a, 0) +(b, 0) = (a +b, O0 +0) = (a +b, 0) =a + b, 
zoodat het op hetzelfde neerkomt of men van (a, 0) en (b, 0) de 
som vormt volgens de nieuwe definitie, dan wel van a en & 
(welke aantallen resp. aan (a, 0) en (b, 0) gelijk zijn) volgens de 
oude definitie. 


551. Is een der termen van de som een aantal, dan heeft men: 
(a, b) +e=(a, b)+(e, 0) =(a He, b +0) =(a +e, b), 
dus: 
(ORE DIE CEA tee, sb). (358) 


c+(a, b)=(a+e, b)). 
Het blijkt dus, dat een aantallenpaar met het aantal c ver- 


meerderd wordt door het eerste aantal van het paar met c te 
vermeerderen. 


Evenzoo is: 


552, Grondeigenschappen der optelling van geheele getallen. 
Uit het in n°. 549 gevondene ziet men, dat de grondeigenschap 
la van n°. 490 ook voor geheele getallen blijft doorgaan. We 
willen dit nu ook voor de overige grondeigenschappen der optel- 
ling bewijzen. Dit geschiedt door deze tot de overeenkomstige 
eigenschappen voor aantallen terug te brengen. 

Voor de commutatieve eigenschap (lb) loopt dit bewijs aldus: 

(bet (eed) (4 der D HU) — 
Bloed deelen Ce) vr (450 D) 
en voor de associatieve eigenschap (Ic): 


1) Dit is een gevolg van de vorige gelijkheid als eerst de com- 
mutatieve eigenschap der optelling voor geheele getallen is aangetoond 
(zie n°. 552). 
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((a, B) +(c, d} + (e, f)= (ate, b 4d) +(e, f) = 
=((atc) te, (b+d) Hf) =(at(cte), b+(d + f)) = 
(Ass Dliete (Cat Erdee fj = (atb) ate (ERA) Er Come 

Het bewijs van de moduluseigenschap (Id) is als volgt, lettend 
op (358): 
(a, b) +0 = (a+ 0, b)= (a, b). 
593. We willen nu de grondeigenschap //c van n°. 490 voor 
geheele getallen aantoonen. Is 
(a, b) > (c, d), 
dan geldt (zie n°. 541): 
niel ele de) 
dus volgens de eigenschap van n°. 49: 
(a + d) + (e+ f) > (C Hb) + (e + f), 
(re) etn inl en Cant Eet Dt 
(Olne antanf Wen Orve Wlan le): 
(a, b) He, f) > (c‚, d) +(e, f) 


554, Definitie der vermenigvuldiging van geheele getallen. 
Onder het product (a, b).(c, d) der aantallenparen (a, b) en 
(c‚ d) verstaat men het aantallenpaar 

(ac + bd, ad + bo). 

Voor de vermenigvuldiging gelden geheel soortgelijke beschou- 
wingen als voor de optelling. Zoo heeft men: 

TSlOreD in SO ROOTS 

(ab) lon die Aa abe ornd): 
Daarvoor moet worden aangetoond: 
(ac + bd, ad + be) = (a!e + b'd, a’d + b'e), 
(ac + bd) + (a’d + b'c) = (a’e + b'd) + (ad + be), 
(a + be +(b + ad = (a! + be + (b’ + a)d. | 
Dit laatste nu volgt onmiddellijk uit a+ b’ = a’ + b. 
Evenzoo blijkt, dat voor (c, d) = (c’‚, d’) aan 
OO CRO Eri (RD eG) 
voldaan is *). 
Uit het voorgaande volgt (geheel op dezelfde wijze als in n°. 


l) Hieruit leidt men in verband met het voorgaande af: 


Is {as bye (aL) EN CAE CS OOR MOANESS 
(A0) ESC CALL 


uÂ 
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549), dat men de definitie van vermenigvuldiging van de aan- 
tallenparen op de daardoor gerepresenteerde geheele getallen kan 
overdragen. 


599. Is een der beide factoren van het product een aantal, 
dan heeft men: 
ED en DN ICON (AE rr Ds Os a. Oo bl). 
Volgens de formule (161) van n°. 304 heeft men dus: 
(OA Cane (AEN DE), 
Evenzoo is: 

OORD LE, KUL), (359) 
zoodat een aantallenpaar met een aantal c vermenigvuldigd wordt 
door beide aantallen van het paar met c te vermenigvuldigen. 

Door voor beide factoren aantallen te nemen blijkt, dat het 
product van twee aantallen volgens de nieuwe definitie hetzelfde 
is als volgens de oude, zoodat weer de vermenigvuldiging van 
geheele getallen een uitbreiding is van de tot nu toe beschouwde 
vermenigvuldiging. 


556. Grondeigenschappen der vermenigvuldiging van ge- 
heele getallen. We hebben verder aan te toonen, dat de grond- 
eigenschappen le, f, 2, h, van n®. 490 voor geheele getallen 
blijven gelden. Voor de eigenschap Ze, die de mogelijkheid en 
ondubbelzinnigheid der vermenigvuldiging constateert, is dit reeds 
gebleken. De overige eigenschappen worden weer aangetoond 
met behulp van de overeenkomstige eigenschappen voor aantallen. 

De geldigheid van de commutatieve eigenschap (/f) is onmid- 
dellijk uit de ín 554 gegeven definitie der vermenigvuldiging af 
te lezen en de moduluseigenschap (/i) uit de formule (359) door 
daarin c = l te nemen. Slechts de eigenschappen /g en A 
behoeven dus nog een nader betoog. 

597. Het bewijs van de associatieve eigenschap der vermenig- 
vuldiging (/ 2) is aldus: 

VEN ne fl (AG DO dd. bels (Bf) == 
= ((ac + bdje + (ad + bo)f, (ac + bd)f + (ad + boje) = 
= (a(ce + df) + b(ef + de), alcf + de) + b(ce + df)) = 

BORON tea Chers de (dr 0). (Cd) (er fj} 


« 
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De distributieve eigenschap (/ h) bewijst men als volgt: 
((a, b) + (c, d)}.(e, fl =(a te, b+d).(e, f)= 
= ((a + oe +(b +d)f, (a+ of +(b + de) =— 
— ((ae + bf) + (ce + df), (af + be) + (cf +de)) = 
(A8 bj afstibe) (Ce dtedjischeis del 
NAD) MENS et CNLZI ENE 
Bij het zoeken naar deze bewijzen gaat men zoowel van het 
eerste als van het laatste lid uit en herleidt men ieder van deze 
tot één enkel aantallenpaar. Van de zoo verkregen aantallen- 
paren heeft men dan de gelijkheid te constateeren, hetgeen 
gemakkelijk geschiedt doordat ze identiek blijken te zijn. 


S 3. Aftrekking met geheele getallen. 


558. Mogelijkheid der aftrekking met geheele getallen. 
Men heeft: 
LEAO Alt Et Ani lin 7 
dus in verband met de formule (349) van n°. 538: 
(AMD bna 0. (360) 
Hieruit blijkt, dat men steeds een geheel getal n kan winden, 
dat voldoet aan de vergelijking 
nt, (361) 
waarin 3 een gegeven geheel getal is. Dit beteekent, dat voor 
de geheele getallen de grondeigenschap van n°. 494 geldt. 
Door de oplossing van (361) — (3 te noemen (zie n°. 497) kan 
men (360) omvormen tot: 


— (a, b) = (b, 4). (362) 


559. Uit het in n°. 558 gevondene vloeit voort, dat alle 
gevolgtrekkingen, die we in $ l van dit Hoofdst. uit de grond- 
eigenschappen van n°. 490 en 494 hebben afgeleid, voor de geheele 
getallen geldig zijn. 

In het bijzonder blijkt dus, dat voor het stelsel der geheele 
getallen de aftrekking zonder uitzondering mogelijk en ondubbel- 
zinnig is (zie de eigenschap van n°. 491). Dit is het doel, dat 
met de uitbreiding der aantallen tot geheele getallen (dus met de 
invoering der negatieve getallen) beoogd wordt. 


560. Rechtstreeksch bewijs van de mogelijkheid der aîtrek- 
king. Ook zonder de algemeene eigenschap van n°. 491 is de 
mogelijkheid en ondubbelzinnigheid der aftrekking met geheele 
getallen aan te toonen. Vooreerst blijkt op dezelfde wijze als in 
n°. 69 (uit de grondeigenschap //c van n°. 490, die blijkens n°. 


266 


553 voor geheele getallen geldig gebleven is), dat de aftrekking 
ondubbelzinnig is. 

Om de mogelijkheid der aftrekking aan te toonen heeft men 
te laten zien, dat er een aantallenpaar (x, y) bestaat, dat vol- 
doet aan de vergelijking 

(x,y) + (Ce, d)= (a, b) (363) 
waarin (a, b) en (c, d) gegeven aantallenparen zijn. Aan (363) 
nu wordt voldaan door x= atd, y=b +e, dus: 
bt AE Bear 10} 
Immers volgens de eigenschap van n°. 537 heeft men: 
(ad nD Et) al drd) =dG rde Cn Datei ON 
Men kan het verkregen resultaat aldus in formule brengen: 
Ct hemd (RARA Bt Ee el (364) 


561. Zijn a en $ geheele getallen, dan ís volgens het in n®. 
498 gevondene: 

a Bat (—) (365) 

waarin — Ó de oplossing der vergelijking (361) van n°. 558 is. 

Zonder de eigenschap van n°. 491 bewijst men (365) aldus 

(met behulp van de formules (362) en (364) van n°. 558 en 560): 

(assby=ed) S(ar drs 
—(d; bt (de) MGD) et OE 


562. Andere bewijzen van enkele eigenschappen betref- 
fende geheele getallen. Blijkens het voorgaande gelden de 
eigenschappen van n°. 502—506 en 512—514 voor geheele getallen. 
Die eigenschappen hebben we afgeleid uit de grondeigenschappen; 
het spreekt evenwel van zelf, dat ze ook meer rechtstreeks kun- 
nen worden aangetoond door de geheele getallen als aantallen- 
paren te schrijven. Wegens hun eenvoudigheid laten we die 
rechtstreeksche bewijzen hier volgen, hoewel ze feitelijk over- 
bodig zijn. 

563. Voor de eigenschap van n°. 502 wordt het bedoelde 
bewijs aldus, lettend op de formule (359) van n°. 555: 

0% (a, sj (0 rn Ob) (Or ONES 0: 

Lettend op de formule (362) van n°. 558 kan men de eigen- 

schappen van n®. 504 en 506 als volgt aantoonen: 
(a, 5). {— (ce, d} = (a, 6). (d, €) = 
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(dt DES a+ bd) = 
= — (ac + bd, ad + be) = — (a, b). (ec, d), 
{— (a, b)}. {— (c, d)} =(b, a). (d, ©) = 
Beilen Cai (A DIE dd). 


564. De juistheid der eigenschap van n° 512 voor geheele 
getallen volgt onmiddellijk uit de eigenschap van n°, 546 in ver- 
band met de formule (362) van n°. 558. Uit (a, b) > O0 volgt 
nl. a > b, b < a, dus (b, a) < 0. 

Evenzoo toont men de eigenschap van n°. 514 aan. Uit 

(a, b) > (c, d) 
volgtenl atd et brdussbit Gd a,dus: 
(b, a) <(d, ©), 
— (a, b) <— (C‚ d). 


565. Grondeigenschap van n°. 515 voor geheele getallen. 
Volgens de eerste eigenschap van n°. 547 zijn positieve geheele 
getallen natuurlijke getallen en omgekeerd; bijgevolg ís het pro- 
duct van twee positieve geheele getallen een natuurlijk getal, dus 
positief. Hieruit blijkt, dat de grondeigenschap van n°. 515 voor 
geheele getallen geldig is. De daaruit afgeleide eigenschappen 
van nê. 516—519 zijn dus ook alle voor geheele getallen van 
kracht. 


566. Genoemde eigenschappen kunnen natuurlijk ook weer 
rechtstreeks voor geheele getallen worden aangetoond (zie het in 
nê, 562 opgemerkte). 

Om zoo de eigenschap van n®. 516 aan te toonen leiden we 
uit (a, b) > (c, d) af (als e een natuurlijk getal voorstelt): 


Gede ct 0 

(Ohe Olen (Cie DIE, 

d8i BELLE DE, 

(Weel CEN AEN 

dus volgens de formule (359) van n°. 555: 

| (OND INTE a (0,R0) B 
Voor het rechtstreeksche bewijs der eigenschap van n°. 517 
voor geheele getallen maken we er van gebruik, dat een negatief 
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geheel getal in den vorm (O, €) te schrijven is (zie n°. 547). 
Aangetoond moet dus worden, dat uit (a, 6) > (c, d) volgt: 
(a,b). (Oy ech dn (Ore). 
We laten dit verder aan den lezer over. 


567. Gebruikelijke schrijfwijze der geheele getallen. Past 
men de formule (364) van n°. 560 toe op het geval b = d = 0, 
dus op het geval, dat de geheele getallen (a, b) en (c‚ d) aan- 
tallen zijn (nl. a resp. c), dan vindt men: 

a — Cc = (a, cj). (366) 

Dit maakt, dat een aantallenpaar (a, c) ook als a — c te schrijven 
is. De schrijfwijze (a, c) kan dus in het vervolg vermeden wor- 
den; ze is slechts een voorloopige geweest, dienende om niet op 
het verband met de aftrekking vooruit te loopen. 


568. Zooals in n°. 547 is gebleken, is een negatief geheel 
getal (dus een geheel getal, dat geen aantal is) in den vorm 
(O0, a) te brengen, waarin a een natuurlijk getal is. Volgens (366) 
kan voor dit negatieve getal ook 0 — a of kortweg — a geschre- 


ven worden, dus: 
(O0, a) = — a. (367) 


Het tweede lid hiervan is de gebruikelijke schrijfwijze voor het 
negatieve getal (0, a). 

Tot (367) komt men ook door in de formule (362) van n°. 
508 b=0 te nemen en te bedenken, dat (a, O)'= a is. 


569. Is «a een van nul verschillend geheel getal, dan is het 
tegengestelde daarvan, dus — «, positief of negatief al naar gelang 
a negatief of positief is (zie de eigenschap van n°. 512). Een 
der getallen a en — « is dus een natuurlijk getal; is dit a, dan is òf 

«=d, aq, 
òf 
ad, da 

Het tegengestelde van een geheel getal a vormt men dus door 
voorplaatsing van het teeken — als a positief is en door weg- 
lating van dit teeken als « negatief is; in laatstgenoemd geval 
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wordt a ondersteld in den vorm — a geschreven te zijn. Door 
het positieve geheele getal a als + a te schrijven kan men ook 
zeggen, dat het tegengestelde van een geheel getal van nul ver- 
schillend gevormd wordt door het teeken te veranderen, d. w. z. 
+ door — te vervangen of omgekeerd. 


570. Is a een natuurlijk getal, dan is, volgens de definitie van 
nê. 520, zoowel van a (of + a) als van — a de absolute waarde 
gelijk aan a. Hieruit blijkt, daf de absolute waarde van een 
geheel getal gevonden wordt door het teeken (d. w. z. het teeken 
+ of —) weg te laten. 

Door de formules (3821) en (8323) van n®. 504 en 506 toe te 
passen op het geval, dat a en & natuurlijke getallen zijn, vindt 
men de in n°. 518 verkregen resultaten terug, dat het product 
van een positief en een negatief getal negatief en dat van twee 
negatieve getallen positief is. Verder ziet men uit die formules, 
dat het product van a en + b gelijk is aan + ab en dus door 
weglating van het teeken in ab overgaat, waardoor men (blijkens 
het zooeven aangaande de absolute waarde BEREK) de for- 
mule (332) van n°. 522 terugvindt. 


5971, Deelbaarheid van geheele getallen. Het van nul ver- 
schillende geheele getal « heet deelbaar door het geheele getal 
als men een zoodanig geheel getal 7 bepalen kan, dat 


tej (368) 


is; dit getal 7 wordt als OL B geschreven. Blijkens de eigen- 


4 


schap van n°. 502 zijn, in geval van deelbaarheid, (% en y beide 
van nul verschillend. 
Uit (368) volgt in verband met de eigenschap van n°. 522: 
ar=|Ê|. ||, (369) 
zoodat uit de deelbaarheid van a door @ volgt, dat |\a\ door 
‚@\ deelbaar is. Daar \y\ door de vergelijking (369) ondubbel- 
zinnig bepaald is (zie n°. 133) en het teeken van 7 door de 
eigenschappen van n°. 515 en 518 wordt aangewezen (y positief 
of negatief al naar gelang a en @ hetzelfde teeken of tegenge- 
steld teeken hebben), is y door de vergelijking (368) volkomen 
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bepaald, zoodat de deeling, zoo ze mogelijk is, nog steeds ondub- 
belzinnig is. 
Uit (369) volgt verder in verband met (368): 


Ê (370) 
of in woorden: 
De absolute waarde van een quotiënt is. het quotiënt der 


absolute waarden van deeltal en deeler. 


572. Omgekeerd volgt uit de deelbaarheid van |a| door |B, 
dat men een natuurlijk getal 7 kan bepalen, waarvoor geldt: 


gene 
Daaruit volgt 
voor «a en $ beide positief: 
a = (in, 
voor a en $ beide negatief: 
ne a on, 
a = Ún, 


voor a positief en (9 negatief: 
a = (— Pr = Bn) 
en voor «a negatief en (3 positief: 
hem lit 
a = ((— n). 
In alle gevallen is dus a door $ deelbaar. In verband met het 
in n°, 571 gevondene heeft men dus: 
Het van nul verschillende geheele getal «a is dan en alleen dan 
door het geheele getal 3 deelbaar als \al door |\@\ deelbaar is. 
Hieruit volgt verder, dat de getallen a en — a door dezelfde 
geheele getallen deelbaar zijn en dat bij deelbaarheid door 3 ook 
deelbaarheid door — ($ bestaat. 
We merken nog op, dat de deelers van een van nul verschil-. 
lend geheel getal « de op |al deelbare natuurlijke getallen en de 
tegengestelden dier getallen zijn. 


573. Het ís duidelijk, dat de verschillende eigenschappen van 
de deeling (zie n°. 145—155, 161 en 162) en die betreffende deelbaar- 
heid (zie n°. 141, 142 en 156—160) na uitbreiding van het getal- 
begrip tot geheele getallen blijven gelden. Alleen dient een uit- 
zondering gemaakt te worden voor die eigenschappen, waarin 
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het begrip „grooter’ optreedt anders dan als voorwaarde om een 
aftrekking mogelijk te maken (welke beperkende voorwaarde nu 
kan worden weggelaten, tenzij, zooals in n°. 161, het verschil als 
exponent optreedt). De eigenschappen van n®. 151 en 153 moeten 
nu nl. aldus gelezen worden: 
Is a > B en y > 0, dan is: 
aaa 
a 
Zijn B en ò positief, dan geldt 
RENE 


ae 


dan en alleen dan als ad > (9y is }). 
We laten het aan den lezer over dit na te gaan. 


574. Uitbreiding van een stelsel getallen door het vormen 
van getallenparen. We denken ons een stelsel getallen S, waar- 
voor de grondeigenschappen van n°. 490 gelden. Blijkens de 
eigenschap //c van n®. 490 is in dit stelsel S de aftrekking, zoo 
ze mogelijk is, ondubbelzinnig. De mogelijkheid der aftrekking, 
dus de geldigheid der grondeigenschap van n°. 494, blijve echter 
in het midden gelaten. 

Het stelsel S behoeft niet dat der aantallen (natuurlijke getallen 
en nul) te zijn. Evenals in n°. 530 en volg. voor het stelsel der 
aantallen geschied is, kan men uit S door het vormen van getal- 
lenparen een stelsel getallen © afleiden, waarvoor (met behoud 
van de grondeigenschappen van n®. 490) ook de grondeigenschap 
van n°. 494 geldig geworden is. De beschouwingen van nf. 
530—536, 541—546 en 548—559 blijven nl. onveranderd door- 
gaan als men de aantallen door getallen van het stelsel S$ vervangt. 

Bezit S reeds de eigenschap van n°. 494, dan blijft dit stelsel 
door het vormen van getallenparen onveranderd. In $ is dan 
nl. de aftrekking steeds mogelijk, zoodat ieder getal van >, dus 
ieder paar getallen van S$ (welk paar volgens n°. 567 niets anders 
is dan het verschil dier getallen van S), dan reeds tot $ behoort. 


1) De in die eigenschappen voorkomende deelingen worden natuurlijk 
mogelijk ondersteld. 
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575. We onderstellen nu verder, dat voor het stelsel S, behalve 
de grondeigenschappen van n°. 490, ook die van n°. 515 geldt, 
en bovendien, dat de aftrekking a — b mogelijk is als a > bis 
(de moduluseigenschap der optelling zegt reeds, dat die aftrek- 
king mogelijk is voor a = b); aan deze voorwaarden is b.v. door 
het stelsel der aantallen voldaan. 

Een getal a van het stelsel 2, dat uit $ door vorming van 
getallenparen is afgeleid, is te schrijven als a — b, waarin a en 
b getallen van S zijn. Is nu « positief, dan is a > b (zie de 
eigenschap van n°. 546); volgens de omtrent S gemaakte onder- 
stelling is dus a — b een getal van S. Hieruit blijkt, dat ieder 
positief getal van X ook reeds tot S behoort, zoodat de uitbrei- 
ding van het stelsel getallen uitsluitend in het toevoegen van 
negatieve getallen bestaat. 

Een product van twee positieve getallen van 2 is dus, daar 
deze getallen ook tot $ behooren en S$ de grondeigenschap van 
n°. 515 bezit, positief. De grondeigenschap van n°. 515 is der- 
halve ook voor het stelsel © geldig, zoodat daarvoor alle in $ 1 
van dit Hoofdst. voorkomende eigenschappen van kracht zijn. 


S 4. Andere invoeringswijzen der negatieve getallen. 


576. Geheele getallen als paren natuurlijke getallen. Onder- 
stel, dat de natuurlijke getallen zijn ingevoerd, maar nog niet 
het getal nul. Voor het stelsel S dier getallen gelden dan de 
grondeigenschappen van n°. 490 met uitzondering van de modulus- 
eigenschap der optelling (/d). 

Op de in $ 2 aangegeven wijze (dus door het vormen van 
getallenparen) breiden we het stelsel S uit, daarbij de definities 
van „gelijk”, „grooter, „som en „product” resp. van n°. 531, 
541, 548 en 554 overnemend. De zoo verkregen getallen (stel- 
sels van gelijke paren natuurlijke getallen) noemen we weer 


geheele getallen. 


517. Bij deze definitie der geheele getallen dient de in n°. 
536 gegeven definitie, die maakt, dat de oorspronkelijke getallen, 
in het stelsel der geheele getallen worden opgenomen, gewijzigd 
te worden doordat het getal nul in het oorspronkelijke stelsel 
ontbreekt. De door (343) aangegeven definitie vervangen we 
daarom door de iets minder eenvoudige definitie 

Atl neler de (371) 


578. De bewijzen, dat de begrippen „grooter, „som en 
„product van de keus van de representanten der geheele getal- 
len onafhankelijk zijn, blijven dezelfde als in S 2 (zie n°. 542, 
543, 548, 549 en 554). Hetzelfde geldt voor de bewijzen, dat de 
bestaande grondeigenschappen geldig gebleven zijn (zie n®. 545, 
DLA seen 00 1), 

Alleen ontstaat een verschil bij de bewijzen, dat voor natuur- 
lijke getallen de nieuwe definities op hetzelfde neerkomen als de 
oude (waardoor de volledige aansluiting van het nieuwe stelsel 
getallen aan dat der natuurlijke getallen gewaarborgd wordt), 
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daar deze bewijzen nu op de gelijkheid (371) van n°. 577 komen 
te berusten. Het natuurlijke getal a is volgens de nieuwe definitie 
(zie n°. 541—543) grooter dan het natuurlijke getal b als 
(En OE 
Cher Wied Bestede ik 
nr te 
sk 
dus als a volgens de oude definitie > b is (vergelijk n°. 544). 
De som van a en b is volgens de nieuwe definitie: 
Charl Dine ti aad ade hl (Ang an  e 
dkar dba db htt! 
dus dezelfde als volgens de oude definitie (verg. n°. 550). 
Voor het product is het bewijs aldus (verg. n°. 555): 
(at1,1).(b +1, D= (lat Db 1) 1.1,(arl).1t1.(btI))= 
inne te Ae arl Rat AP nek lijken 


579. De eigenschap van n°. 537 blijft voor paren natuurlijke 
getallen doorgaan. Alleen is er dit verschil, dat de formule (348) 
nu aan C <a en < b (in plaats van Sa en <6) gebonden is. 

De eigenschap van n°. 538 blijft doorgaan als men a = b door 
a>b en het woord „aantal” door „natuurlijk getal” vervangt. 
Voordes sheetsmenmnal 

(a, b)=(latl, bt) = (la +1) — bb, (bt 1) —b) = 
(A —b) tl, l) =a—sd. 


580. De tweede eigenschap van n®. 539 moet zoo gewijzigd 
worden, dat (a, b) dan en alleen dan een natuurlijk getal is als 
WD sn UMO Olle: 


(OC Lent), 
OO EED 
Oi 


In verband met de eigenschap van n°. 70 (waarin het woord 
„getallen” als „natuurlijke getallen” te lezen is) besluit men hier- 
uit tot a > hb. 

De tweede eigenschap van n°. 540 is zoo te wijzigen, dat een 
geheel getal, dat geen natuurlijk getal is, als (l, a) te schrijven 
is. We laten dít aan den lezer over na te gaan. 


nd 
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581. Het getal nul als geheel getal. Bij de in n°. 576—579 
besproken uitbreiding van het stelsel der natuurlijke getallen is 
volgens de definitie van gelijkheid: 

(as a) = (D,*b). 

Alle paren van gelijke natuurlijke getallen zijn dus onderling 
gelijk en representeeren derhalve één en hetzelfde geheele getal. 
Dit geheele getal wordt nu/ (of 0) genoemd. 


582. Men heeft: 
(a, B) HO =(a, b) +(c, o)= (a He, b + e) = (a, b). 
Hiermede is voor het stelsel der geheele getallen de modulus- 
eigenschap der optelling (eigenschap /d van n°. 490) bewezen. 
De geldigheid der grondeigenschap van n°. 494 voor geheele 
getallen, ingevoerd als paren natuurlijke getallen, wordt op geheel 
dezelfde wijze aangetoond als in n°. 558. Hiermede zijn dan 
tevens de daaruit afgeleide eigenschappen bewezen. Dit kan 
echter ook weer rechtstreeks geschieden. Als voorbeeld geven 
we het bewijs der eigenschap van n° 502: 
OON NER RN at CO ICU COH CON 0. 


583. Positieve en negatieve geheele getallen. Aan (a, b) > 0, 

of 

NONA). 
is dan en alleen dan voldaan als a +ec > cb, dus a > b is. 
Hiermede is de eigenschap van n°. 546 aangetoond. 

Hieruit volgt (in verband met de tweede eigenschap van nf. 
539, gewijzigd op de in n°. 580 aangegeven manier), dat de positieve 
geheele getallen de natuurlijke getallen zijn, en verder (volgens 
de gewijzigde eigenschap van n®. 540), dat een negatief geheel 
getal in den vorm (Ì, a) te schrijven is, waarin a > l is, dus 
in den vorm (ll, b + Il) (vergelijk n°. 547). 

Blijkens het voorgaande blijft het in n°. 565 van de grondeigen- 
schap van nê. 515 gegeven bewijs bij de nieuwe definitie van 
geheele getallen onveranderd doorgaan. 


584. De omvorming van een negatief geheel getal « tot den 
vorm — a, waarin a een natuurlijk getal is, geschiedt door op 
te merken, dat het tegengestelde van a positief (zie de eigen- 
schap van n°. 512), dus een natuurlijk getal ís (zie n°. 583). 
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Ook kan men a eerst in den vorm (1, b + 1) brengen (zie nl. 
583) en dit verder volgens de formules (362) en (371) van nl. 
558 en 577 aldus omvormen: 

(1, b4H 1) =—(b +1, 1) = — bb. 


585. Algemeenere geldigheid der voorgaande beschouwin- 
gen. De beschouwingen van n®. 576—584 zijn niet daaraan 
gebonden, dat het stelsel $, van wiens getallen men paren vormt, 
juist het stelsel der natuurlijke getallen is (vergelijk n°. 574 en 575). 

Neemt men om te beginnen voor $ een stelsel getallen, waar- 
voor de grondeigenschappen van n®. 490, met uitzondering van 
Id, gelden, en breidt men dit uit door het vormen van getallen- 
paren, dan blijven de beschouwingen van n° 576—578, 581 en 
582 van kracht. De genoemde grondeigenschappen zijn dus 
behouden gebleven, terwijl de optelling een modulus gekregen 
heeft en dus de grondeigenschap /d geldig geworden is; evenzoo 
de grondeigenschap van n°, 494, 


586. Neemt men omtrent het stelsel $ bovendien aan, dat de 
aftrekking a —b dan en alleen dan mogelijk is als a > b is, 
dan wordt voor het uitgebreide stelsel © (dat der getallenparen) 
ook de grondeigenschap van n°, 515 geldig. Immers dan behoort 
een getallenpaar (a, b), d.i. a — hb, dan en alleen dan tot S als 
a >b is. Daar verder aan (a, b) > 0 =(c, c) dan en alleen dan 
voldaan is als a > b is (vergelijk n°. 583), behooren de positieve 
getallen van X, en geen andere, ook tot S. Het product van - 
twee positieve getallen van 2 is dus een getal van S, dus positief. 


587. Methode van de doubleering der natuurlijke getallen. 
Nadat eenmaal het getal nul op de ín n°. 291—319 besproken 
wijze aan de natuurlijke getallen is toegevoegd, kan men de 
negatieve geheele getallen ook invoeren als symbolen (teekens), 
die men verkrijgt door voor de symbolen der natuurlijke getallen 
het teeken — te plaatsen. Zoo voert het natuurlijke getal a tot 
het negatieve getal — a, dat het tegengestelde van a genoemd 
wordt. De natuurlijke getallen duidt men nu ook aan als positief 
te zijn. Dat de negatieve getallen < 0 en de positieve getallen 


277 


> 0 zijn, wordt eerst later vastgesteld (zie de in n°, 589 gegeven 
definitie van grooter). 
Bij deze invoeringswijze der negatieve getallen heeft men voor- 


loopig bij — a in — slechts een onderdeel van het getalteeken 
te zien en niet het teeken der aftrekking. Doordat er bij een 
negatief getalteeken. aan — geen ander getalteeken voorafgaat 


(zooals bij de aftrekking) is verwarring buiten gesloten, 


588. Bij definitie is een negatief getal aan ieder positief getal 
en aan nul ongelijk, terwijl twee negatieve getallen — a en —b 
alleen gelijk zijn als a = b is. 

Bij deze invoering der negatieve getallen wordt dus ieder geheel 
getal door slechts één symbool voorgesteld, zoodat de beschou- 
wingen omtrent gelijkheid (zie n° 531—535) komen te vervallen. 
Dit geeft, in vergelijking met de vroeger besproken invoerings- 
wijzen, een vereenvoudiging, die echter weer te niet gedaan 
wordt door de meerdere moeite, die het bewijzen der grond- 
eigenschappen kost. 


589. Aanvullingsdefinities voor de begrippen „grooter” 
„som”’ en „product”. De begrippen „grooter, „som”’ en „pro- 
duct” moeten nu voor die combinaties van twee getallen gedefi- 
niëerd worden, waarbij er minstens één negatief is. Deze aan- 
vullingsdefinities zijn: 

Definitie van grooter: 


a> —b; | (372) 
0O> —a); (373) 
—a>-—balsa<b is. | (374) 


Definitie van som: 
—at0=0H(—ag) = —a; (375) 
—ata=at(—a=0; (376) 
at(—-b)=—bta=a—balsa>bis®); (377) 
at(—b)=—bta=-—(b—a) als a <b is; (378) 
—a + (—b) = — (a +6). (379) 


1) Dit maakt, dat een negatief getal, zooals het nu gedefiniëerd is 
(als — a), ook aan de inn? 512 van negatief gegeven definitie (nl. < 0) 
voldoet. 

2) Blijkens (376) geldt dit ook als a —= hb is. 
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Definitie van product: 


0.(—a)=(—a).0=0, (380) 
a.(—b)=(—b).a=— (ab), (381) 
(— a). (—b) = ab. (382) 


Hierin stellen de letters natuurlijke getallen voor. 

Zooals zonder moeite te zien is, zijn in het bovenstaande alle 
denkbare gevallen, waarbij een negatief getal betrokken is, opge- 
somd. 


’; 


590. Het is duidelijk waarom de begrippen „grooter”, „som 
en „product” juist zoo gedefiniëerd zijn als dit in n°. 589 geschied 
is. De daar bij wijze van definitie gegeven formules liggen nl. 
in het ín $ 1 van dit Hoofdst. gevondene opgesloten (zie n°. 497, 
498, 502, 504, 506, 509, 512 en 514). 

Bij de definities van n°. 589 heeft men verschillende gevallen 
te onderscheiden, een onderscheiding, die in nog sterkere mate 
bij de bewijzen der grondeigenschappen noodig is (zie n°. 595 —602). 
De noodzakelijkheid hiervan, die een groot bezwaar van deze 
invoeringswijze der negatieve getallen is, staat hiermede in ver- 
band, dat de definities nu zoo gegeven zijn, dat men met een 
aanvulling van het stelsel der aantallen te doen heeft. Bij de 
vorige invoeringswijzen daarentegen had men een gitbreiding 
daarvan doordat de gegeven definities toen ook op de reeds 
ingevoerde getallen betrekking hadden, waardoor met één alge- 
meen geldend bewijs voor iedere grondeigenschap kon worden 
volstaan. 


591. Uitbreiding der formules van n°. 589. Ten einde het 
bewijzen der grondeigenschappen gemakkelijker te maken merken 
we op, dat men aan sommige der betrekkingen van n°. 589 
algemeenere geldigheid kan geven door de daarin voorkomende 
letters als willekeurige geheele getallen op te vatten; we vervan- 
gen die letters dan door Grieksche om aan te geven, dat ze niet 
noodzakelijk een natuurlijk getal voorstellen (zie de noot van 
DIZ zen 

In de eerste plaats maakt het in n°. 295 gevondene, dat (875) 
algemeener aldus geschreven kan worden: 


ad0=0ta=a. (383) 
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Blijkens n°. 304 kan men evenzoo voor (380) schrijven: 
nen dee Uijl). (384) 


592. Het levert gemak op de teekens — (— a) en — 0 in te 

voeren en bij definitie vast te stellen: 
—(—q)=a, —0=0}. 

Men heeft dan algemeen: 

— (— a) =a, (385) 
daar toch — {— (— q)} = — a is. 

Door de ingevoerde symbolen bereikt men, dat — « voor ieder 
geheel getal a beteekenis heeft, en bovendien, dat voor (876) 
algemeener kan worden geschreven: | 

—ata=at(—a) =0. (386) 


593. Blijkens de in n°. 589 van product gegeven definitie 
heeft men in verband met (385): 
(— q). (—b) = ab = —(—ab) =—(—a).b%), 
waaruit men ziet, dat (381) uitgebreid kan worden tot: 
a.(—b)=(—b).a= —ab. (387) 
Hieruit volgt verder in verband met (385): 
abjad (ab) a. (B), 
zoodat (387) blijft gelden als men b door — & vervangt en dus 
(381) nog verder kan worden uitgebreid tot: 
a (B) (B) e= — ef, (388) 
een formule, die blijkbaar ook geldt als a of $ nul is ®). 


594. Uit de van som gegeven definitie (zie n°. 589) volgt: 

— {a+ (—5b)}=—(a—b))=—atb)= 

| ren ged ad bee OA dE 

lat Gip=(b—a=ban 

=—atbij=—at{ (bla <5), 
— {atb} =—{—(atb)})=atb= 
a tit 

1) De afspraak — O0 —= O maakt, dat (378) ook geldt als a = b is. 
2) Hierin is — ab als — (ab) en — (— a)b als —{(— 4)b} te lezen. 
3) Evenzoo kan (382) uitgebreid worden tot: 


El Bef 


t) Volgens (377). 
5) Volgens (378). 
6) Volgens (379). 
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Hieruit blijkt, dat (879) uitgebreid kan worden tot: 
— (a + 9) = — a + (— 6). (389) 


595. Bewijzen van de grondeigenschappen der rechtstreek- 
sche verbindingen bij de methode der doubleering. Uit de 
definities van n°. 589 leest men onmiddellijk de grondeigen- 
schappen /a, b, e,‚ f van n°. 490 af, terwijl de juistheid van /d 
(moduluseigenschap der optelling) in (383) staat uitgedrukt. 

Ook li (moduluseigenschap der vermenigvuldiging) is gemakke- 
lijk aan te toonen. Volgens (8381) ís nl: 


Pte EED 


596. Zonder moeite bewijst men verder de grondeigenschap 
Ig (associatieve eigenschap der vermenigvuldiging). Is nl. een 
(of meer) der geheele getallen «, 6 en y gelijk aan nul, dan is 
volgens (384) zoowel («3)y als «(%7) nul. 

Zijn «, B en y alle drie van nul verschillend, dan is volgens 
(381) en (382) zoowel (a5)y als a(y) gelijk aan 

al. [Gl .|y) of aan —jal. |B). |7), 
al naar gelang een even aantal (nul of twee) dan wel een oneven 
aantal (een of drie) der getallen «, 9, y negatief is. Hierin is 
(al de absolute waarde van « (zie n°. 520 en 570). 


597. Meer moeite leveren de grondeigenschappen /c en A. 

Om Ih (distributieve eigenschap), dus 
(et B) = ay + Py, (390) 

aan te toonen beginnen we met op te merken, dat de juistheid 
daarvan onmiddellijk is in te zien als een der getallen «, 6, 7 
nul is. 

Isrd bi dani. 

{a + (—b)}e = (a — bye U) = ac — be ®) = 


= AC + (— be) = ac + (— De, (391) 
zoodat dan voor « = a, B = — b geldt: 
(ABe aes Be: (392) 


1) Volgens (377); zie ook noot 2 van blz. 277. 
*) Volgens de formule (59) van n°. 103. 
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Is «=a, 6 = —b (dus —a=—a, —(ô=b) en a < b, dan 
is volgens (391): 
(—a tbe =(— aje + be, 
dus: 
{a + (— H)je = (— je + (— He = — ac + (— Ge) °, (393) 
een formule, die blijkbaar ook geldt als « en @ beide negatief zijn. 
Uit (893) volgt verder in verband met (389): 
(a+ e= [—{— (a + P)j]e 5) = 
id reed edel em er ed © Hi Bee 
=— {— ac + (— Ge)} = — {— (ac + Be)} = ac + Ae °). 
Hieruit blijkt, dat (392) voor willekeurige geheele getallen « 
en $ geldt. 
Uit (392) volgt verder: 
etB) (Gd = — (e+ Be 1) — (ac + 0) — 
= — ac + (— Be) ) = al— Cc) + Bl — €) U). 
Hiermede ís de formule (390) voor y = — c aangetoond, zoo- 
dat deze voor willekeurige geheele getallen «, 3, 7 geldig is. 


598. Zonder van de formules (388) en (389) van n°. 593 en 
594 (die ons in staat stelden sommige gevallen, die zich bij (390) 
kunnen voordoen, tot andere terug te brengen) gebruik te maken 
had men zeven verschillende gevallen ten aanzien van het positief 
of negatief zijn van a, B, a + 9, y te onderscheiden gehad: het 
geval a, 2 en y alle positief kan nu natuurlijk, als reeds Lean 
zijnde, buiten beschouwing blijven. 

Het bewijs der distributieve eigenschap had ook geleverd kun- 
nen worden door al die gevallen rechtstreeks met behulp van de 
definities van n°. 589 te behandelen. Zoo heeft men b.v: 

{at (—b)je = {— (a + b)je = — (a + b)e = 
— (ac + be) = — ac + (— be) = (— a)C + (— b)e, 
(a + (ONO) = {— (6 — ae) =(b — ae = 
= be — aC = — ac + be = al— C) + (— B) (— C) (a < b). 


599, We gaan nu over tot het bewijs der grondeigenschap 
1) Volgens (388). 


*) Volgens (385). 
9) Volgens (389). 
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Ic van n°. 490 (associatieve eigenschap der optelling), dus van 
de formule 
et) Hyma (Bt. (394) 

Is een der getallen «, $, 7 nul, dan is de juistheid van (394) 
onmiddellijk uit de moduluseigenschap der optelling in te zien, 
zoodat we deze getallen verder van nul verschillend kunnen 
onderstellen. 

Is (394) voor een drietal getallen «, %, y aangetoond, dan volgt 
ze voor — a, — Ó, — y aldus, lettend op de formule (389) van 
ne594: 

ete eN 
=H} — {a (B +} — 
= at {— (B +} = — at {B + (— y)} 

Hierdoor wordt het geval, dat «, (2 en 7 alle negatief zijn, 
teruggebracht tot dat, waarbij fze alle positief (dus natuurlijke 
getallen) zijn, en het geval van twee negatieve en een positief 
getal tot dat van twee positieve en een negatief getal. Alleen 
dit laatste geval moet dus nog onderzocht worden. 

Is « negatief, terwijl $ en y positief zijn, dan luidt (394): 

(—atb)te=—at(b te). 

Voor het bewijs hiervan heeft men drie gevallen te onder- 
scheiden: 
asb: (—atb)te=(b—a) e= 

=D CM) te Oet) 
b<asbte: (—atb)te=—(la—b)te=e—(a—b)= 
—= (b +0) —a”)=—at(b te); 
OORD (—atb)te=—(a—b) +e=—{(la—b) —e}= 
=— {a —(b +C)} )= —at(b +). 

Het geval, dat y negatief is en «a en (3 positief zijn, kan wegens 
de commutatieve eigenschap der optelling aldus tot het vorige 
worden teruggebracht: 

Chad kanten dkinn e Wantl 
CE Or tA td Det 6) }8 


Í 


1) Volgens de formule (29) van n®. 77. 
*) Volgens de formule (82) van n°. 80. 
3) Volgens de formule (31) van n°. 79. 
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Ook het geval, dat (3 negatief is en a en y positief zijn, kan 

zoo tot het geval « negatief worden teruggebracht, nl. aldus: 
{a+ (—b)}te=(l—bta) e= 
=—b+(ate)=—bt(e+4q)= 
=(—b+ce) ta=at(l—b +0). 

Natuurlijk had men ook alle gevallen, die zich kunnen voor- 
doen, afzonderlijk kunnen behandelen (zonder bepaalde groepen 
van gevallen tot andere terug te brengen). Door het groote 
aantal dier gevallen zou dan het bewijs een nog gecompliceerder 
aanzien gekregen hebben. 


600. Bewijzen van de grondeigenschappen der volgorde bij 
de methode der doubleering. Uit de definities van n°. 589 
volgt onmiddellijk de juistheid der grondeigenschap //a van 
n°. 490. 

Om de bewijzen van de geldigheid der grondeigenschappen 
IIb en c te vereenvoudigen (op soortgelijke wijze als dit met de 
grondeigenschappen /c en A geschied ís) merken we eerst op, 
dat (374) uitgebreid kan worden tot: 

— a> —fBalsa< fg is, (395) 
waarin a en @ willekeurige geheele getallen voorstellen. 

Volgens (373) is dit nl. juist voor a = 0 (dus (5 positief, — a = 0 
en — { negatief) en ook voor 3 = 0 (dus « negatief, — 5 = 0 
en — a positief). Volgens (372) ís (395) juist als « negatief en 
2 positief (dus — « positief en — 3 negatief) is. Is eindelijk 
a=—aen g=—b, dan volgt uit « < @, in verband met (374): 
a > b, dus —a > — f. 


601. We bewijzen nu de geldigheid der grondeigenschap //b 
(fransitieve eigenschap van het grooter zijn), dus: 
uit a> B > y volgt a > y. (396) 
Uit « > B > y volgt in verband met (395) — y > —f > —a, 
terwijl evenzoo uit « > y volgt — y > — 4. Hieruit blijkt, dat 
het bewijs van (396) voor drie getallen «, $, 7 geleverd is, 
zoodra dit voor — 7, — 9, — « geschied ís. Hierdoor behoeft 
(396) nog slechts te worden aangetoond voor het geval, dat 
B 20 is. 
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Is @ = 0, dan volgt uit a > 2 > y, in verband met de definitie 
(373), dat « positief en 7 negatief is. Volgens (372) is dus a > 7. 

Is @ positief, dan volgt uit « > B, ín verband met (372), dat 
ook «a positief is. Is nu y = 0, dan is de juistheid van a > 7 
een gevolg van de eigenschap van n°. 5 (die volgens n°. 298 na 
invoering van het getal nul geldig gebleven is). Is echter 7 
negatief, dan volgt x > 7 uit (872). 


602. We gaan nu over tot het bewijs van de grondeigenschap 

IIc van n®. 490, die zegt: 
uitsarrdkdolot ay Sat. (397) 

Dit is (volgens de moduluseigenschap der optelling) juist voor 
y= 0. 

Is de juistheid van (397) voor de getallen a, 6, 7 aangetoond, 
dan blijkt de juistheid voor de getallen — a, — (3, — 7 aldus. 
Uit — 2 > — a volgt in verband met (395) en (385): 

a> f, 
ETE 
(Br PEA): 
dus volgens (389) en (385): 
or nn) eee 

Bijgevolg behoeft (397) slechts te worden aangetoond voor het 
geval, dat y positief is. Daar het geval, dat a, @ en y geen van 
alle negatief zijn, reeds voor de invoering der negatieve getallen 
is afgehandeld, kan verder $ negatief ondersteld worden. Men 
heeft. dan als a = 0 is: « =a, ô=—b,y=c, waarin a een 
aantal en c een natuurlijk getal is. Hierbij zijn verder twee 
gevallen te onderscheiden, nl: 

cb; dan is —b+He=e—b<eHa; 
c < b; dan is —bte=—(b—e) <C+a. 

Is « <0, dus «=— a, B = —b, y=cen (wegensa > 6)a < b, 
dan heeft men drie gevallen te onderscheiden, nl: 

C<a;danisa—e<b—c(zie n°. 84), dus — (a —c) > —(b—c), 
dus — ate —b+e; 
asScSb;danis—ate=e—a>—(b—e)=—b He; 
c>b;danisc < C+(b—a),dusc—b<cH(b—a)_—b=c—a, 
dus —bHe< —ate. 
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Natuurlijk hadden ook weer alle denkbare gevallen ieder op 
zich zelf onderzocht kunnen worden. 


603. Wijziging van de grondeigenschappen der volgorde 
door de mogelijkheid van de aftrekking. De geldigheid van 
de grondeigenschap van n°. 494 (mogelijkheid der aftrekking van 
nul) volgt bij de methode der doubleering onmiddellijk uit (386) 
(zie n°. 592). Hiermede zijn dan ook alle daaruit voortvloeiende 
eigenschappen der aftrekking (b.v. de onbeperkte mogelijkheid 
der aftrekking en het terug te brengen zijn tot optelling; zie n°, 
491—493, 497 en 498) bewezen. 

‚Ook is de juistheid der grondeigenschap van n°. 515 direct in 
te zien, daar volgens de definitie van grooter (zie n°. 589) de posi- 
tieve geheele getallen de natuurlijke getallen zijn en derhalve het 
product van twee positieve getallen een natuurlijk getal, dus 
positief is. 


604. De geldigheid der grondeigenschap van n°, 494 maakt, 
dat men de grondeigenschappen [Ib en c van n°. 490 ook door 
de volgende kan vervangen: 

IIb’). De som van twee positieve getallen (getallen > 0) is positief. 

IIe’). Men heeft «> B of « < B al naar gelang a — @ positief 
of negatief is. 

Dit is zoo op te vatten, dat //b en c, in verband met de overige 
grondeigenschappen, een gévolg zijn van /lb’ en c’ (te zamen 
beschouwd). 

Is nl. gegeven a > (3 > y, dan is: 

dtp, Byrd, (398) 
waarin p en g positief zijn (volgens //c’). Uit (398) volgt verder: 
atfB=fBtptyt4, 

dus wegens de ondubbelzinnigheid der aftrekking *): 
a=yt(p +4). 
Wegens IIb’ is p +gq positief, dus (wegens lc’) « > y. Hier- 


1) Deze moet nu natuurlijk niet (zooals in n°. 69 geschied is) uit de 
grondeigenschap //c worden afgeleid, maar uit de grondeigenschap van 
n°. 494 in verband met de stelling van n°. 491. 


286 


mede is //b aangetoond; voor het bewijs is zoowel //b’ als /Ic’ 
gebruikt. 

Is gegeven a > 9, dan is: 

a= tp, 
waarin p positief is (volgens //c’), dus: 
aty=(Êd) tp, 
dus (weer volgens Ic’) a + y > B +y. Hiermede is //c aange- 
toond, terwijl voor het bewijs //b’ niet is behoeven gebruikt te 
worden. 

Omgekeerd is ook Ic’ uit IIc (en de overige grondeigenschap- 
pen) af te leiden zonder //b te gebruiken, terwijl 1/6’ slechts uit 
IIb en IIc te zamen is af te leiden. We laten dit aan den lezer 
over. N 


605. De in n®. 604 besproken omvorming van de grondeigen- 
schappen der volgorde levert bij de methode der doubleering het 
voordeel, dat de nieuwe grondeigenschappen veel gemakkelijker 
te bewijzen zijn dan de oorspronkelijke. 

De grondeigenschap //b’ van n°. 604 wordt op geheel dezelfde 
wijze aangetoond als waarop in n®. 603 de grondeigenschap van 
n°. 515 bewezen is. 

Is a> B, dan volgt uit a — B =a + (— 3) in ieder der vijf 
mogelijke gevallen, dat « — B een natuurlijk getal, dus positief 
is. Deze vijf gevallen zijn: 


aard (Obe duswar 

de ISR 

a=a,=—b, dus —g=b,a—f=atb; 

a= 0, (f = —b, dus a — (B =b; 

a=—4,B=—b(a<b), dusa—f=—atb=b—a. 
Wegens 2 —a= — (a — 5) (een formule, die uit (32) volgt 


door a =0 te stellen) is @ — a negatief, waarmede de grond- 
eigenschap //c’ is aangetoond. | 

Deze bewijzen maken de gecompliceerdere bewijzen van n°, 
600—602 overbodig. 


606. Rij der geheele getallen. Uit de rij (1) der natuurlijke 
getallen (zie n°. 1) kan men ook tot de geheele getallen (dus 
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de invoering van nul en de negatieve getallen) geraken door 


die rij naar links onbepaald voort te zetten met 0, — 1, — 2, 
— 3, enz., waardoor men de rij 

Re Or ‚—4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4,..... (399) 
verkrijgt. 


Een getal « wordt grooter dan een getal 3 genoemd als het 
in deze rij rechts van «a staat. Dit voert tot de ín n°. 589 van 
„grooter gegeven definitie. 


607. De optelling kan nu op soortgelijke wijze als in n°. 45 
door middel van tellen gedefiniëerd worden. Daartoe onder- 
scheiden we fellen en terugtellen, waaronder we verstaan het 
opnoemen van de getallen der rij (399) met een bepaald getal 
beginnend, van links naar rechts resp. van rechts naar links. 

Is « een geheel getal en 4 een aantal (natuurlijk getal of nul), 
dan wordt a +b gedefiniëerd als het getal dat bereikt wordt 
door, met «a beginnend, gelijk op te tellen met iemand, die van 
0 tot en met & telt. Hieruit volgt onmiddellijk, dat « + 0 =« 
is (moduluseigenschap); het tellen van O tot en met b bestaat 
nl. voor b =0 alleen in het noemen van het getal 0, zoodat 
bij het medetellen alleen het getal « wordt opgenoemd. 

Is b een natuurlijk getal, dan wordt onder « + (— b) verstaan 
het getal, dat bereikt wordt door, met « beginnend, terug te 
tellen gelijk op met iemand, die van O tot en met b telt. 

Uit deze definities zijn de formules af te leiden, die ín n°. 589 
bij wijze van definitie voor a + $ gegeven zijn. 


608. Is a een natuurlijk getal, dan wordt het product a% op 
dezelfde wijze als in n°. 89 als 


stan Ma + £ (a termen) 
gedefiniëerd. Hieruit volgt: 
a(— b) = — ab. 


Om de commutatieve eigenschap ‘der vermenigvuldiging te 
doen doorgaan definiëert men: 


EU 


Om dit ook te doen doorgaan als men & door — b vervangt 
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(daarbij de notatie — (— a) van n°. 592 gebruikend) definiëert 


men verder: 
(— aq) (— b) = ab. 
Op deze wijze geraakt men tot de in n°. 589 gegeven definitie 
der vermenigvuldiging. 


609. Gelijkvormige stelsels getailen. We beschouwen twee 
stelsels getallen S en S’, waarvoor de grondeigenschappen la, e 
en la van n°. 490 gelden, en nemen aan, dat deze stelsels op 
zoodanige wijze op elkaar kunnen worden afgebeeld (zie n°. 14), 
dat, als a en b twee getallen van S zijn en a’ en b’ de cor- 
respondeerende getallen van S’, de getallen a + b en ab resp. met 
db ensab correspondeeren,terwgbsa. =O lssOlsnA ONES 
Dit wil dus zeggen, dat de afbeelding van dien aard is, dat ze 
de betrekking „som”, „product” en „grooter” van het eene stelsel 
op het andere overdraagt. Een zoodanige afbeelding noemen we 
een gelijkvormige, terwijl we ook de stelsels getallen S en S7, 
die zulk een afbeelding op elkaar toelaten, gelijkvormig noemen. 
Twee gelijkvormige stelsels getallen verschillen slechts in de 
benaming, of voorstellingswijze, der getallen en zijn overigens 
als geheel hetzelfde te beschouwen. 

Opgemerkt zij nog, dat twee stelsels getallen, die met een 
zelfde derde stelsel gelijkvormig zijn, ook onderling gelijkvormig 
zijn, zooals onmiddellijk uit de definitie blijkt (vergelijk de eigen- 
schap van n°. 216). 


610. Zijn a, b, c drie getallen van het stelsel S, die aan 


iiD G 
voldoen, en a’, b’, c/ de correspondeerende getallen van S’, dan is 
vnd OUT 


ls de aftrekking c — b mogelijk, dan geldt dus hetzelfde voor 
c‚_ — b’, terwijl beide verschillen correspondeerende getallen zijn. 
Een overeenkomstige opmerking geldt voor quotiënten. 

Daar de modulus der optelling het verschil van gelijke getallen 
is, zal, als het eene stelsel een optellingsmodulus bezit, hetzelfde 
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voor het andere stelsel gelden, terwijl beide moduli correspon- 
deeren. Dit ís ook van toepassing op de vermenigvuldigings- 
modulí. 

Verder is het duidelijk, dat ook de overige grondeigenschappen 
van het eene stelsel eveneens in het andere stelsel gelden. 


611. Gelijkvormigheid der verschillende stelsels geheele 
getallen. Een geval van gelijkvormigheid van getalstelsels heeft 
men bij de verschillende manieren, waarop het stelsel der geheele 
getallen is ingevoerd, nl. als een stelsel aantallenparen (zie n°. 
530—557), als een stelsel natuurlijke getallenparen (zie n°. 576—584) 
en als het stelsel der natuurlijke getallen, het getal nul en de 
van het teeken — voorziene natuurlijke getallen (zie n°. 587—605). 

De gelijkvormigheid van beide eerstgenoemde stelsels is onmid- 
dellijk in te zien. Een paar natuurlijke getallen (a, b) ís nl. ook een 
aantallenpaar, terwijl een aantallenpaar (a, b) wegens de definitie 
van gelijkheid (zie n°. 531) steeds tot een paar natuurlijke getallen 
is om te vormen (zoo het dit niet reeds ís); men heeft nl.: 

(esb) ienke n Ger 1), 
terwijl a+ 1 en b +1 natuurlijke getallen zijn ook als a of b 
nul is. De gelijkvormigheid van beide stelsels blijkt nu verder 
uit de overeenstemming der definities van „som, „product en 
„grooter”’, 

Dat het stelsel der aantallenparen met het in n®. 587—605 
beschouwde stelsel gelijkvormig is, blijkt daaruit, dat een aan- 
tallenpaar ook als (0, a) of — a te schrijven is (waarin a een 
natuurlijk getal is) en omgekeerd en dat de formules, die in n°, 
589 bij wijze van definitie gegeven zijn, uit de methode der 
aantallenparen voortvloeien (zie n°. 590). 


612. Deelstelsel van een stelsel getallen. Zij G een groep 
grondeigenschappen en $ een stelsel getallen, dat die grondeigen- 
schappen bezit. Is $’ een deel van S$, waarvoor die grondeigen- 
schappen eveneens gelden, dan noemen we $’ ten opzichte van 
de grondeigenschappen G een deelstelsel van S. 

In het bijzonder is S zelf een deelstelsel van S. Is $’ van 
S verschillend, dus een echt deel van $ (zie n°. 15), dan spreken 
we van een echt deelstelsel. 
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Uitdrukkelijk zij nog opgemerkt, dat voor twee getallen van 
5’ de begrippen „som”, „product en „grooter” in het stelsel S’ 
dezelfde beteekenis ondersteld worden te hebben als in het stelsel S. 


613. Met stelsel der geheele getallen is niet met een deel- 
stelsel van zich zelf gelijkvormig, van de identieke afbeelding op 
zich zelf afgezien. 

Dit drukt dus uit, dat de eenige gelijkvormige afbeelding (zie 
n°. 609) van het stelsel $ der geheele getallen op een deelstelsel 
S’ van zich zelf de identieke afbeelding is, waarbij ieder geheel 
getal met zich zelf correspondeert en dus $S’ het stelsel S zelf ís. 

Voor het bewijs gaan we daarvan uit, dat het getal 1, als 
modulus der vermenigvuldiging, bij een gelijkvormige afbeelding 
van S op & met zich zelf correspondeert (zie n®. 610): Het- 
zelfde geldt dus voor 1 +1 = 2, voor 2 +1 = 3, enz., dus voor 
alle natuurlijke getallen. Evenzoo correspondeert het getal 0, als 
modulus der optelling, met zich zelf, dus ook 0 —a of — a, 
zoodat de afbeelding de identieke is. 


614. In de eigenschap van n°. 618 ligt opgesloten: 

Het stelsel S der geheele getallen is niet met een echt deel- 
stelsel van zich zelf gelijkvormig. 

Hieruit volgt van zelf, dat S$ niet gelijkvormig kan zijn met een 
getalstelsel S, waarvan S een echt deelstelsel is. Was nl. S 
gelijkvormig op S afgebeeld, dan was daardoor S (als echt deel 
van $S) gelijkvormig op een echt deel van S, dus op een echt 
deelstelsel van zich zelf, afgebeeld. 

We merken nog op, dat de eigenschap van n°. 613, en dus 
ook die van dit nummer, eveneens doorgaat als men het stelsel 
der geheele getallen door dat der aantallen of dat der natuurlijke 
getallen vervangt. Het bewijs van n°. 613 blijft dan nl. door- 
gaan; slechts heeft men het laatste gedeelte daarvan weg te 
laten. 

Daar het stelsel der aantallen een echt deelstelsel van dat der 
geheele getallen &) en het stelsel der natuurlijk getallen een echt 


1) Ten opzichte van de grondeigenschappen van n®. 490. 


meed 
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deelstelsel van dat der aantallen is }), zijn geen twee dier drie 
getalstelsels gelijkvormig. 


615. Uitbreidingen van het stelsel der aantallen, waarbij 
de aftrekking onbeperkt mogelijk is. Zij S het stelsel der aan- 
tallen, © dat der geheele getallen en 2’ een stelsel, waarvoor de 
grondeigenschappen van n®. 490 en 494 gelden en dat S tot deel- 
stelsel heeft °) (zie n°. 612). 

Zijn a en b twee getallen van S, dan is a — b een getal van 
EX’, daar a en b getallen van >’ zijn en in 2’ de aftrekking onbe- 
perkt mogelijk is. Evenwel is a — b, als getallenpaar (a, 6) 
opgevat, een getal van >; dit getallenpaar laten we met het getal 
a—b van >’ correspondeeren, waardoor X op een deel D van 
Xx’ is afgebeeld. Die afbeelding is een gelijkvormige (zie n°. 
609), daar men in het stelsel 2’ voor verschillen a — b geheel 
overeenkomstige regels omtrent grooter, som en product heeft 
als in het stelsel © bij wijze van definitie zijn aangenomen (zie 
n° 528 en 529). Hieruit volgt, dat 2 met het deel D van 2’ 
gelijkvormig is, zoodat D ten opzichte van de grondeigenschap- 
pen van nê. 490 en 494 een deelstelsel van >’ is. 

Bij de afbeelding van 2 op Dd correspondeert het aantal a, 
dus het getallenpaar (a, 0), met het verschil a — 0, dus met het 
aantal a. Hieruit volgt, dat de tot $ behoorende getallen van © 


‚ bij deze afbeelding met zich zelf correspondeeren, waaruit verder 


blijkt, dat S een deelstelsel van D is ®). 

Men heeft dus: 

Een stelsel getallen, waarvoor de grondeigenschappen van n°. 
490 en 494 gelden en dat het stelsel der aantallen tot deelstel- 
sel ®) heeft, bezit een deelstelsel ®) D, dat gelijkvormig is met het 
stelsel der geheele getallen en het stelsel der aantallen tot deel- 
stelsel ®) heeft; bij de afbeelding der geheele getallen op D cor- 
respondeeren de aantallen met zich zelf. 


1) Ten opzichte van de grondeigenschappen van n°. 490 met uit- 
zondering van /d. 

2) Ten opzichte van de grondeigenschappen van n®, 490. 

3) Ten opzichte van de grondeigenschappen van n°. 490 en 494, 


DD 


616. Daar men bij de in n®. 615 besproken afbeelding cor- 
respondeerende getallen identificeeren kan, dus als een en het- 
zelfde beschouwen, kan men de eigenschap van n°. 615 een- 
voudiger aldus formuleeren: 

Een stelsel getallen, waarvoor de grondeigenschappen van n°. 490 
„en 494 gelden en dat het stelsel der aantallen als deel heeft 
(dus een uitbreiding van het stelsel der aantallen is), bevat alle 
geheele getallen. 

Dit drukt uit, dat de uitbreiding tot geheele getallen de geringste 
uitbreiding is, die men het stelsel der aantallen kan doen onder- 
gaan ten einde de aftrekking zonder uitzondering mogelijk te 
maken, met behoud van de grondeigenschappen van n°. 490. 
ledere zoodanige uitbreiding bevat nl. het stelsel der aantallen 
als deel. 


617. De beschouwingen van n°. 615 en 616 blijven met voor 
de hand liggende wijziging doorgaan als men voor S niet het 
stelsel der aantallen neemt, maar (evenals we dat in n°. 574 
„gedaan hebben) een of ander stelsel getallen, waarvoor de grond- 
eigenschappen van n°. 490 gelden. Voor = heeft men dan het 
stelsel getallen te nemen, dat uit $ door het vormen van getal- 
lenparen ontstaat, zoodat voor = ook nog de grondeigenschap 
van n®. 494 geldt (zie n°. 574). 


S 5. Gebruik van de negatieve getallen. 


618. Hoeveelheden met twee soorten elementen. De nega- 
tieve getallen kunnen worden toegepast als men te doen heeft 
met hoeveelheden, die twee soorten elementen bevatten, welke 
zoodanig zijn, dat twee elementen van verschillende soort elkaar 
geacht moeten worden te vernietigen. Hiermede wordt bedoeld, 
dat de hoeveelheid als niet wezenlijk veranderd is te beschouwen 
als men daaraan twee elementen van verschillende soort toevoegt 
of twee zulke elementen weglaat. 

Een voorbeeld van zulk een geval heeft men als de hoeveel- 
heid bestaat uit guldens bezitting en guldens schuld, of uit meters 
afgelegd in de eene richting en in de tegengestelde richting. De 
beoordeeling of in een bepaald geval twee elementen van ver- 
schillende soort te zamen als niets te beschouwen zijn, is geen 
quaestie van rekenkunde, maar moet, voor men tot de toepas- 
sing der rekenkunde kan overgaan, bij wijze van afspraak worden 
vastgesteld. Of zich zulk een geval voordoet hangt van allerlei 
omstandigheden af. Zoo zullen een meter in de eene richting 
en een meter in de tegengestelde richting afgelegd elkaar ver- 
nietigen als het gaat om de plaats, waar men terecht komt, 
echter niet bij de beoordeeling van de inspanning, die de ver- 
plaatsingen gekost hebben. Evenzoo zal een bezitting en een 
daaraan gelijk bedrag aan schuld te zamen niet in ieder opzicht 
gelijk te stellen zijn met geen bezitting en geen schuld. 


619. De twee beschouwde soorten van elementen zullen we 
als positieve en negatieve elementen aanduiden. Heeft een hoe- 
veelheid a positieve en b negatieve elementen (waarbij ook a of 
b nul kan zijn), dan geven we dit door het aantallenpaar (a, 6) 
aan en zeggen dat de hoeveelheid (a, b) elementen bevat. Daar 
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een toevoeging van e positieve,en e negatieve elementen van 
geen invloed ondersteld wordt te zijn, wordt geen verschil gemaakt 
tusschen de aantallenparen (a, b) en (a +e, b + e). 

Dit voert verder van zelf tot de in n°. 531 gegeven definitie 
van gelijkheid van aantallenparen. Is nl. ce =a, dan kan voor 
het aantallenpaar (a, 6) ook geschreven worden: 

(a +(c — a), b+(c— a), 
of: 
(c‚ (bl + c) — 4). 
Dit is dan en alleen dan gelijk aan (c, d) als (b + c) — a =d, 
dus bde=atdis. 


620. Bevat de hoeveelheid geen negatieve en a positieve 
elementen, dan zegt men kortweg, dat de hoeveelheid a elemen- 
ten bevat. In dat geval wordt dus de samenstelling der hoe- 
veelheid niet door een aantallenpaar, maar door één enkel aantal 
a aangewezen. Dit voert tot de in n°. 536 gegeven definitie 
(a, 0) = a. Het beschouwde geval staat gelijk met een hoeveel- 
heid, die a +e positieve en e negatieve elementen bevat, zoodat 
een hoeveelheid (a, b) steeds door één aantal (nl. a — b) is aan 
te wijzen als a = b is. 

Bevat de hoeveelheid geen positieve en b negatieve elementen, 
dan zegt men ook, dat de hoeveelheid — b elementen bevat, het- 
geen voert tot (0, b) = — b (zie n°. 568). Heeft de hoeveelheid 
e positieve en b +e negatieve elementen, dan staat dit met — b 
elementen gelijk. 


621. Definitie van grooter en som bij hoeveelheden met 
positieve en negatieve elementen. Heeft men twee hoeveel- 
heden H en H’ met positieve en negatieve elementen, waarvan 
de samenstelling door de aantallenparen (a, 6) resp. (c‚ d) wordt 
aangewezen, dan kan men die aantallenparen zoo omvormen, dat 
de aantallen der negatieve elementen gelijk worden, b.v. tot 

(at deb ted) en (ct br b-Fd). 

Men zegt nu, dat de hoeveelheid H meer elementen bevat dan 

H”, hetgeen als 
(as byrlt d) 
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geschreven wordt, als H, bij eenzelfde aantal negatieve elementen, 

meer positieve elementen bevat, dus als men heeft: 
at-d>c+b. 

Dit ís in overeenstemming met de in n°. 541 van grooter gegeven 

definitie. 


622. Vereenigt men de hoeveelheden A en H’ van n®. 621, 
dan ontstaat een hoeveelheid H + A’, die a+ ec positieve en 
bd negatieve elementen bevat en dus door het aantallenpaar 
(a +c, b + d) wordt aangewezen. Men schrijft daarom 

(0 Mt (Gar Cobos d); 
waardoor men de in n®. 548 gegeven definitie der optelling 
verkrijgt. 


623. Definitie van product bij hoeveelheden met positieve 
en negatieve elementen. Meer moeite kost het de definitie van 
vermenigvuldiging van geheele getallen op natuurlijke wijze uit 
de beschouwing van hoeveelheden met twee soorten elementen 
voor den dag te brengen. Die moeilijkheid doet zich nog níet 
voor bij het product c. (a, b), waaronder (geheel overeenkomstig 
de definitie van n®. 89) de som van c gelijke getallen (a, b) te 
verstaan is. Volgens de definitie der optelling is dus: 

GMR Dlt 0 CD) 
hetgeen niets anders ís dan de formule (359) van n°. 555. 


624. Zij H een hoeveelheid met a elementen. Men kan dan 
tot het product ac geraken door aan te nemen, dat met ieder 
element van H c elementen van een andere soort (die we aan- 
duiden als elementen van de tweede soort) correspondeeren; 
hierbij nemen we verder aan, dat de elementen van de tweede 
soort, die met verschillende elementen van H correspondeeren, 
alle verschillend zijn. Het product ac is nu niets anders dan het 
aantal elementen van de tweede soort, die met de a elementen 
van H correspondeeren. 


625. De beschouwing van n°. 624 is uit te breiden tot het 
geval, dat H positieve en negatieve elementen bevat en ook de 
elementen van de tweede soort in positieve en negatieve zijn te 
onderscheiden. We nemen dus aan, dat H uit (a, b) elementen 
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bestaat, d. w. z. uit a positieve en b negatieve elementen. Verder 
onderstellen we, dat met ieder positief element van H c positieve 
en d negatieve elementen van de tweede soort correspondeeren. 
Neemt men aan, dat ook ten aanzien van die correspondentie 
een positief en een negatief element van MH elkaar vernietigen, 
dan correspondeeren met ieder negatief element van H c negatieve 
en d positieve elementen van de tweede soort. Dit kan kortweg 
zoo worden uitgedrukt, dat met ieder der (a, b) elementen, waaruit 
H bestaat, (c‚, d) elementen van de tweede soort correspondeeren. 

Het product (a, 5). (c‚, d) kan nu gedefiniëerd worden als het 
aantallenpaar behoorende bij de elementen van de tweede soort, 
die met de gezamenlijke elementen van H correspondeeren. Onder 
deze elementen van de tweede soort komen ac + bd positieve 
voor, waarvan er ac met de positieve en bd met de negatieve 
elementen van HM correspondeeren; evenzoo krijgt men ad + be 
negatieve elementen van de tweede soort, ad correspondeerende 
met de positieve en be met de negatieve elementen van A. Men 
komt zoo tot | 

(ace bu, tadite0C) 


elementen van de tweede soort, geheel ín overeenstemming met 
de in n®. 554 van product gegeven definitie. 

Het voorgaande voert verder van zelf tot de formules (381) en 
(382) van n°. 589. Men heeft daartoe slechts het verkregen resul- 
taat op de aantallenparen (a, 0) en (O, b) of (O, a) en (O0, 6) toe 
te passen. 


626. Voorbeeld ter toelichting. Wil men het in n°. 625 
behandelde toepassen, dan dient men zich natuurlijk er van te 
overtuigen, dat de daar gemaakte. onderstellingen vervuld zijn. 
Een voorbeeld, waarbij dit het geval is, is het volgende. We 
denken ons een trein, die per seconde een weg van v meter 
aflegt, of zooals men ook zegt een snelheid v heeft. In £ 
seconden legt die trein dan s meter af, waarin: 

Sl (400) 

Met iedere seconde correspondeeren ‘nu v meters van den 
afgelegden weg. 

Langs dezelfde baan loopen ook treinen in tegengestelde rich- 


a wen Bean 
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ting. De daardoor afgelegde meters worden als negatief beschouwd, 
zoodat zulk een trein per seconde een weg van — v meter 
aflegt; dienovereenkomstig wordt de snelheid daarvan door — v 
aangewezen. De formule (400) blijft nu doorgaan als men v en 
s als negatief in rekening brengt en den vermenigvuldigingsregel 
a. (—b) = — ab toepast. 


627. We kunnen ook aan tf negatieve waarden toekennen 
door het getal f niet een verstreken tijd, maar een tijdstip te 
laten aanwijzen. Daartoe nemen we ter vergelijking een vast 
tijdstip (oorsprong van tijd) aan, dat overigens willekeurig gekozen 
kan worden. Het tijdstip tf (waarin t een aantal ís) wil nu zeggen 
het tijdstip t seconden na den oorsprong van tijd, terwijl evenzoo 
— t het tijdstip t seconden vóór den oorsprong van tijd aanwijst. 

Onder s verstaan we nu verder niet het aantal meters afge- 
legden weg, maar den afstand (of liever het aantal meters begrepen 
op dien afstand) van den trein tot de plaats, waar deze zich op 
den oorsprong van tijd bevindt; hierbij is s positief te nemen in 
dezelfde richting (gerekend van de plaats op den tijd f—= 0 tot 
aan de plaats voor de beschouwde waarde van é) als waarin de 
snelheid positief genoemd wordt. 

Kennen we op deze wijze aan v,‚, s en t teekens toe, dan blijft 


de formule (400) in alle gevallen doorgaan, ook als v en t beide 


negatief zijn; in het laatste geval moet men dan den vermenig- 
vuldigingsregel (— a). (— b) = ab toepassen. 


628. Andere toepassingen der negatieve getallen. Ook in 
gevallen, waarbij er geen sprake is van positieve en negatieve 
elementen (zie n°. 619), levert de invoering der negatieve getallen 
voordeel op. Dit voordeel vloeit daaruit voort, dat de aftrekking 
onbeperkt mogelijk geworden is zonder dat de rekenregels ver- 
loren gegaan zijn. Hierdoor kan men vaak, door tijdelijke invoe- 
ring van negatieve getallen, uitkomsten verkrijgen, die uitsluitend 
op positieve getallen betrekking hebben, zooals in n°. 632 en 
636 nog nader zal blijken. 
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Wil men een aan zekeren eisch voldoend getal bepalen, dat 
krachtens den aard van het vraagstuk een natuurlijk getal (of een 
aantal) is, dan kan men gedurende de berekening zonder bezwaar 
met negatieve getallen werken. De negatieve waarden, die men 
zoo eventueel voor het gezochte getal vindt, moeten dan een- 
voudig als niet ter zake verworpen worden. 


629. Als een voorbeeld van een geval, waarbij negatieve getal- 
len een vereenvoudiging geven, nemen we de in n°. 407 voor- 
komende herleiding (252). In het tweede lid daarvan komt de som 

ZU IDE 
voor. Deze som kan nu ook als 


ZU DD 
geschreven worden, daar daardoor een term O.(— 1).e wordt 


toegevoegd, die nul is (zie de eigenschap van n°. 502). Men kan 
dan rechtstreeks het tweede lid van (252) tot het vierde herleiden. 


630. Een ander voorbeeld levert de in n°. 359 gemaakte 
afspraak 
CSG OORPDI (401) 
Schrijft men: 
EEE mh Ad 
p! 
(zie n°. 331) en houdt men dit ook voor p > n als definitie van 
C% vol, dan bevat (voor p > n) in het tweede lid het deeltal een 
factor nul en is dus nul; dit voert tot (401). Hierbij is echter 
als p >n+1l ís van negatieve getallen gebruik gemaakt, daar 
het deeltal dan p — (n + 1) negatieve factoren bevat. 

Daar de formules (183) en (186) van n®. 332 en 333 uit (402) 
kunnen worden afgeleid, is het na het voorgaande duidelijk, 
dat deze formules voor p > n resp. p 2=n blijven doorgaan 
als men de afspraak (401) maakt (zie het aan het eind van n®. 
359 opgemerkte). 


(402) 


631. Toepassing der negatieve getallen op de merkwaar- 
dige quotiënten. Een belangrijke toepassing vinden de nega- 
tieve getallen bij de merkwaardige quotiënten (zie n°. 163—166, 
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322 en 323). Daar de formule (113) van n°. 164 een gevolg van 
de grondeigenschappen ís, geldt deze ook als a en b willekeurige 
geheele getallen voorstellen. Schrijft men (1138) in den vorm 
(172) (zie n°. 322), dan moet natuurlijk, ook als a of b negatief 
is, a° resp. b° als 1 geïnterpreteerd worden. De beschouwing 
van n°. 315 is dan ook onveranderd geldig als a negatief is. 

Blijkens het voorgaande blijft (113) juist als men daarin 4 door 
— b vervangt. Men vindt zoo in verband met de formules (325) 
van nê, 507: 


gr bn 9 AE nl yn—=2 n—-3h2 n—lhn—l 
RT =q Ure er Oet jn (eed | perl (403) 
of volgens de ín n®. 322 gebezigde schrijfwijze: 
Vr nt LIED EE ed hk 
dr a: (403) 


632. Is nu rn even, in welk geval n door 2n kan worden ver- 
denk dan gaat (403) over in: 


Eee b?n 
= gl gr bgn ht qbr? — Hinl — 
Le fi, 
be an (404) 


Is rn oneven, in welk geval n door 2n + 1 kan worden ver- 
vangen, dan luidt (403): 
q2n+! + b2n+1 


a mms NZE RSS yani! 2n-2h2 fen 2n—l Gre 
srt, area kb Qb Re ab eld. 
2n+1 
= FE (— IPL gint ik hel, (405) 


k=l 

Hiermede zijn de merkwaardige quotiënten (114) en (115) van 
n°. 165 en 166 op veel eenvoudiger wijze verkregen als daar ter 
plaatse geschied ís. De nu gebezigde omvorming van (113) tot 
(114) en (115) ís zoo eenvoudig, dat het nauwelijks zin heeft van 
drie merkwaardige quotiënten te spreken, daar toch (114) en 
(115) slechts als bijzondere vormen van (113) verschijnen. 

De invoering der negatieve getallen maakt verder, dat (114) en 
(115) meer regelmatig, nl. in den vorm (404) resp. (405) geschre- 
ven kunnen worden. 

Zijn in de formule (405) a en b positief, dan heeft men, als 
men deze ina den vorm (115) schrijft, een formule, waarin van 
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geen negatieve getallen sprake is en die in het voorgaande op 
eenvoudige wijze met behulp van negatieve getallen is afgeleid. 
Een soortgelijke opmerking kan men aangaande (404) maken als 
Ui bss: 


633._ Toepassing op het binomium van Newton. Het spreekt 
van zelf, dat ook het binomium van NEWTON, dus de formule 
(207) of (208) van n°. 354 resp. 355, blijft doorgaan als in (a + 5)” 
de getallen a en b beide of een van beide negatief zijn, daar 
toch de formule van NEwroN een uitsluitend gevolg van de 
grondeigenschappen ís. 

Bijgevolg blijft de formule (207) gelden als men daarin door 
— b vervangt, waardoor ze overgaat in: 

(a —byr=ar— Carb Carb? — + (— Ihr, 
of: 


634. Door a= b=l te nemen volgt hieruit in het bijzonder 
de voor n = 1 geldende formule: 

CO TSC Ge eG OM LOON 

Door de beide leden hiervan bij de overeenkomstige leden der 

formule (188) van n°. 335 !) op te tellen vindt men verder, na 

beide leden van de komende gelijkheid door 2 gedeeld te hebben: 

Ch HCH Ch CH... CZ TL (407) 

waarin p =n of =n — l is al naar gelang n even of oneven is. 

Door de beide leden van (406) van de overeenkomstige leden 
van (188) af te trekken vindt men evenzoo: 

C5HCI HCH... Cie (407)* 

waarin q=n— l of =n is al naar gelang n even of oneven is. 

Men kan de formules (407) en (407)* resp. ook aldus schrijven: 


DRS NH a el 

De 6 ETT Dn : 
k=—=0 

2R Sn } 

TL n—l 

n == 2 e 


bd 


1) Ook deze volgt uit het binomium van Newton; zie n°. 358. 
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De sommeering moet bij de eerste formule worden uitgestrekt 

over alle geheele waarden van k, die voldoen aan: 
Ori 1 
en bij de tweede over alle geheele waarden van k, die voldoen aan: 
OS2kSn—l. 

Evenwel kan men ook termen opnemen, waarvoor 2k grooter 
dan n resp. n — Ì Is, daar die termen toch nul zijn (zie n°. 359 
en 630). 


635. Door in (407) en (407)* Cí door het daaraan gelijke 
getal C * (zie de formule (180) van n°. 330) te vervangen gaat, 
als n even is, zoowel (407) als (407)* in zich zelf over. Is echter 
n oneven, dan gaat Yaarbij (407) in (407)* over en omgekeerd, 
zoodat de formules (407) en (407)* dan, in verband met (180), 
hetzelfde uitdrukken. 

Verder merken we nog op, dat de formule (180) de juistheid 
van (406) onmiddellijk doet inzien als n oneven is, daar de termen 
van het eerste lid dan twee aan twee tegen elkaar wegvallen (de 
eerste tegen den laatsten, de tweede tegen den voorlaatsten, enz.). 
De formule (406) heeft dus alleen belang als 2 even ís, in welk 
geval daarvoor geschreven kan worden (n door 2n vervangend): 

HAC 50 (408) 

Door de gelijke termen (eersten en laatsten, enz) samen te 

nemen gaat dit over in: 


DEGO It ale ICH (IN Ch=l 


636. In de formules (407) en (407)* van n°. 634 komen geen 
negatieve getallen voor, terwijl toch die formules met behulp van 
negatieve getallen zijn afgeleid. Men heeft hier dus weer een 
voorbeeld van het nut, dat de negatieve getallen afwerpen voor 
gevallen, die op zich zelf niets met negatieve getallen te maken 
hebben. 

Ook de formule (406) kan zoo geschreven worden, dat er van 
geen negatieve getallen sprake ís, nl. aldus: 


ee ole CR jee Ï. 


1) Beide leden zijn volgens (407) en (407)* gelijk aan Pe 
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Voor het (uitsluitend van belang zijnde) geval, dat n even is, 
luidt dit: 

Cis Gnr Gave Cs Con Can Case Cn 

Dit is een andere schrijfwijze van de formule (408) van n°. 635. 


637. Andere aîleiding en uitbreiding der formule (406). 
Men kan de formule (406) van n®. 634 ook aantoonen door op 
de daarin voorkomende aantallen combinaties de formule (186) 
van n®, 333 toe te passen. Daardoor kan men tevens een uit- 
breiding der formule (406) verkrijgen, door nl. van het eerste 
lid niet alle termen, maar de eerste e + 1 termen te nemen. Men 
vindt zoo: 

OESO ESC NDE G 
Chr (Cri Ci) (Cree NC 
nn Nl (Ol LM OPE eo GD (CO 
dus: 
Or iCal e A G (409) 

Voor k=n gaat dit in (406) over, daar C‚-—:, als nul moet 
worden geïnterpreteerd (zie n°. 359 en 630). 

Op geheel soortgelijke wijze vindt men: 

Gh CC en 
(Cr CiP (GAC NES 
Oe BRT Baten AO te jee Ee 
dus: 
Ch Chr CG CE LO 

Deze formule is ook uit (406) en (409), als men daarin k door 
k — l vervangt, af te leiden, hetgeen we aan den lezer overlaten. 

Ook is (409)* uit (409) af te leiden door overal C, door C5* 
te vervangen (zie de formule (180) van n°. 330) en vervolgens 
n — k in plaats van £ (dus Z in plaats van n — k) te schrijven. 


638. Rekenkundige reeksen. Voldoen drie getallen a, b en 
c aan de betrekking 
at c= 2b. (410) 
dan wordt b het rekenkundig gemiddelde of kortweg het gemiddelde 
van a en c genoemd. 
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Voor (410) kan tengevolge van de onbeperkte mogelijkheid 
der aftrekking ook geschreven worden: 

a—b=b—c. 

Daar nu de beide getallen b tusschen de getallen a en c staan, 
wordt 5 ook rekenkundig middelevenredig tusschen a en c 
genoemd {). 

Zijn a en c gegeven, dan ís aan (410) alleen te voldoen als 
ate even is, in welk geval men vindt: 

Oe DE: 

Daar de som van twee getallen, die beide even of beide oneven 
zijn, even en de som van een even en een oneven getal oneven 
is ®, bezitten twee getallen dan en alleen dan een rekenkundig 
gemiddelde als ze beide even of beide oneven zijn. 


639. Wanneer een rij getallen 
itn ERO ES 
de eigenschap bezit, dat ieder der op a, volgende getallen het 
rekenkundig gemiddelde van het voorafgaande en het volgende 
getal is, zegt men, dat die getallen een rekenkundige reeks vor- 
men. Men heeft dan: 
Ag — Aj = Az — Uy = Ay — Az =O A=. 

M. a. w. een element der rij van het volgende element afge- 
trokken levert een standvastig verschil. Dit wordt het verschil 
der rekenkundige reeks genoemd. 

Stellen we dit verschil (dat zoowel positief als negatief als nul zijn 
kan) door v voor, dan kan voor de getallenrij geschreven worden: 

dj ) 
On krd : 
=d U = A20, 
A, = Az HVU = Aj + 3V, enz. 


1) Heeft men algemeener: 
a—b, =D —C, 
dan wordt dit wel een rekenkundige evenredigheid genoemd. We hebben 
hier het geval, dat de beide middelste termen b, en b, van zulk een 
evenredigheid gelijk zijn. 
2) Een negatief getal is natuurlijk even of oneven al naar gelang 
zijn absolute waarde even of oneven is (zie n°. 571). 
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Men vindt zoo voor het née element der rij, ook wel het 
algemeene element genoemd: 


Ün Opeei (fleet en. (411) 

Hiertoe geraakt men ook door optelling der n — 1 gelijkheden 
A —-4 =V, 
As SV, 
A, — Ag = VU, 


An — Ani == U. 

Uit (411) verkrijgt men de opvolgende elementen. der reken- 
kundige reeks door n de rij der AE Zelen te laten 
doorloopen. 

De natuurlijke getallen vormen blijkbaar zelf ook een reken- 
kundige reeks (a, = 1, v= 1). Andere voorbeelden van reken- 
kundige reeksen zijn de rij der even natuurlijke getallen 2, 4, 
6, 8,.... (ag = 2, Uv = 2) en de rij der oneven natuurlijke getallen 
WOE te AN be EAR 


640. Som van opvolgende elementen eener rekenkundige 
reeks. We beschouwen nu de som 
OA ed Ugs er 
van de n eerste elementen eener rekenkundige reeks. Daar men 
ook schrijven kan: 
Sn chr nt BE 
vindt men door optelling der overeenkomstige termen: 
25 (a TA) TENOR A Orte 
Nu ís volgens (411): 
Uut Orning tea teen 
Aen (El FO 
zoodat de som van twee termen, waarvan de een even ver van 
den eersten term als de ander van den laatsten term verwijderd 
is, steeds dezelfde is, nl. de som van den eersten en den laatsten 
term. Hieruit volgt verder: 
2Sp= if Zare (alu Skenla st dj), 


Ve Aij el Els ek) (412) 


1) Dit geldt ook nog voor n = 1. 
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In woorden luidt dit: 

De som van eenige opvolgende termen eener rekenkundige reeks 
is gelijk aan het halve product van het aantal dier termen en 
de som van eersten en laatsten term. 

In het bijzonder vindt men voor de som der eerste n _natuur- 
lijke getallen en de som der eerste n oneven natuurlijke getallen 
resp: 


14243, 
reen nl A, er A B 
Opgemerkt zij nog, dat de formule (412) ook geldig is voor 
n= l en voor n=0. Voor n= 1 levert (412) nl. naar behooren 
S, = a, terwijl voor n= 0 gevonden wordt S= 0, in overeen- 
stemming met de beschouwingen van n®. 310 omtrent een som 
van nul termen. 


641. Is het aantal termen der som $,, dus het getal n, oneven, 
dan is er een middelste term, d.w.z. een term, die evenveel 
voorafgaande als volgende termen heeft. Het rangnummer van 


dien middelsten term is De: De in n°. 640 beschouwde ter- 


men Ar en An-r+1 Kunnen nu ook beschreven worden als termen, 
die even ver van den middelsten term verwijderd zijn. De som 
van twee zulke termen is gelijk aan het dubbel van den mid- 
delsten term, of anders gezegd die termen hebben den middelsten 
term tot rekenkundig gemiddelde. Dit voert onmiddellijk tot: 

(413) 


hetgeen ook zonder moeite uit (411) en (412) is af te leiden. 
In woorden luidt (413): 
De som van een oneven aantal opvolgende termen eener reken- 
kundige reeks is gelijk aan het product van het aantal termen 
en den middelsten term. 
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HOOFDSTUK IV. 


TOEPASSING DER NEGATIEVE GETALLEN OP 
DEELBAARHEIDSPROBLEMEN. 


S 1. Onbepaalde vergelijkingen. 


642. Lineaire onbepaalde vergelijking. Een vergelijking, 
waarin twee onbekenden, d. w.z. uit die vergelijking te bepalen 
getallen *), x en y voorkomen, wordt een onbepaalde vergelijking ®), 
ook wel Diophantische vergelijking °) genoemd. 

In het bijzonder beschouwen we de vergelijking 

axs by €, (414) 
waarin a, b en c gegeven getallen !) zijn, terwijl gevraagd wordt 
alle stellen waarden van x en y te bepalen, die aan de verge- 
lijking voldoen. Zulk een stel waarden wordt een oplossing der 
vergelijking genoemd. 

De vergelijking (414) kan ook zoo geschreven worden, dat 


1) Het woord „getal’ is hier en in het volgende te nemen in de 
beteekenis van „geheel getal”. 

2) Ook als in de vergelijking meer dan twee onbekenden voorkomen 
spreekt men van een onbepaalde vergelijking. Een voorbeeld hiervan 
hebben we reeds bij het partitieprobleem ontmoet (zie n°. 376 en 377), 
op welk voorbeeld we nog in n°. 695 terugkomen. 

De benaming „onbepaalde vergelijking” komt daar vandaan, dat, na 
verdere uitbreiding van het getalbegrip dan de tot nu toe besprokene, 
een der beide onbekenden geheel willekeurig kan worden aangenomen 
en dus door de vergelijking geheel onbepaald gelaten wordt. 

3) Naar DiopHaNtus van Alexandrië (omstreeks 250 n. Chr). 


ssd 
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het tweede lid nul wordt, door nl. beide leden met — c te ver- 
meerderen. De vergelijking gaat daardoor over in: 
Ont Ope Ce (414)* 

Daar men ook omgekeerd uit (414)* tot (414) kan besluiten 
(door beide leden van (414)* met c te vermeerderen), is iedere 
oplossing van (414) ook een oplossing van (414)* en omgekeerd. 
Men drukt dit uit door te zeggen, dat beide vergelijkingen 
gelijkwaardig of aequivalent zijn. 

Het vervangen van (414) door (414)* wordt op nul herleiden 
genoemd. Daarbij verdwijnt en ontstaat geen oplossing, of zoo- 
als men ook zegt er wordt geen oplossing verduisterd en geen 
oplossing ingevoerd. 


643. Het eerste lid der op nul herleide vergelijking, dus 
ax + by — C is een geheele rationale functie van xen y van den 
eersten graad. Zulk een geheele rationale functie wordt ook 
lineair genoemd, terwijl evenzoo de onbepaalde vergelijking (414) 
lineair (of van den eersten graad) heet. 

Het begrip „geheele rationale functie’ wordt op dezelfde wijze 
gedefiniëerd als in n°. 378, slechts met dit verschil, dat men ín 
n°. 378 één onafhankelijk veranderlijke had, terwijl er nu twee 
onafhankelijk veranderlijken (x en y) zijn. Bij een willekeurig 
aantal onafhankelijk veranderlijken Xx}, #3, ....…, Xp wordt een 
geheele rationale functie gedefiniëerd als een som van termen 
van de gedaante 


aa 2% %, hdd rr, 
waarin A, „ een gegeven getal is, dat de coëfficiënt van 
ee 
B XP heet. De som der exponenten a, a, .….… &p 


(waarvan ook eenige nul kunnen zijn) wordt de graad van dien 
term genoemd, terwijl de grootste graad van eenigen term (met 
van nul verschillenden coëfficiënt) der som de graad der geheele 
rationale functie heet. 


644. Grootste gemeene deeler van geheele getallen. Onder 
den grootsten gemeenen deeler (G.G.D.) van twee van nul ver- 
schillende geheele getallen a en b verstaan we het grootste geheele 
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getal, dat zoowel op a als op b deelbaar is (zie n°. 571). Die 
G.G.D. ís positief (dus een natuurlijk getal), daar de positieve 
gemeene deelers grooter dan de negatieve zijn. 

Blijkens het in n°. 572 gevondene zijn de gemeene deelers 
van a en b dezelfde als die van |a/ en |b |, waaruit volgt: 

De G.G.D. van twee geheele getallen is dezelfde als die van 
de absolute waarden dier getallen, 

Het is duidelijk, dat deze eigenschap tot meer dan twee getallen 
is uit te breiden. 


645. Is G de G.G.D. der geheele getallen a en b en 
OET RETO 
dan is: 
al=G.|al, lb =G.lb|. 

Daar “CG ook de’ G.G:D: van sa jsenfbieis zijner ten bal 
onderling ondeelbaar (zie de eigenschap van n®. 177). Bijgevolg 
zijn de gemeene deelers van |a’\ en |b’\, en dus ook die van 
a’ en b’, geen andere dan de getallen 1 en — 1. Drukt men 
dit uit door te zeggen, dat a’ en b’ onderling ondeelbaar zijn }), 
dan blijft de eigenschap van n®. 177 voor van nul verschillende 
geheele getallen geldig. 


646. Eigenschappen betreffende onbepaalde vergelijkingen. 
We onderstellen, dat in de onbepaalde vergelijking (414) van n°. 
642 de coëfficiënten a en b beide van nul verschillen °). 

Is G de GGD. van a en b, dan is het eerste lid van (414) 
voor iedere waarde van x en y door G deelbaar. Is c niet door 
G deelbaar, dan kan dus aan (414) niet worden voldaan, d. w. z. 
dan heeft die vergelijking geen oplossingen. We vinden dus: 

Voor het bestaan van oplossingen der onbepaalde vergelijking 
(414) is noodig, dat c deelbaar is door den G.G.D. van a en b. 

In n°. 657 zal blijken, dat die voorwaarde ook voldoende is 
voor het bestaan van oplossingen. 


1) Twee geheele getallen zijn dus dan en alleen dan onderling 
ondeelbaar als hun absolute waarden dat zijn. 

2) Is a of b nul, dan valt x resp. y uit de vergelijking weg en heeft 
men met een vergelijking met één onbekende te doen. 
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We merken nog op, dat aan de genoemde voorwaarde steeds 
voldaan is als a en b onderling ondeelbaar zijn. 


647. Is c door den G.G.D. G van a en b deelbaar, dan stel- 

len we: 
(ek OARED 0 Cie OC, (415) 
De getallen a’ en b’ zijn dan onderling ondeelbaar (zie n°. 645). 
Tengevolge van (415) gaat (414) over in: 
CRT CIC 
of: | 
CKO VN 0 
Daar G niet nul ís, is hieraan dan en alleen dan voldaan als 
WA PE 0, 
dus: 
rn OC | (416) 
is. Deze vergelijking is met (414) gelijkwaardig (zie n°. 642). 

We vinden dus: 

Voldoet een lineaire onbepaalde vergelijking aan de in n°. 646 
genoemde voorwaarde, dan is deze zoo te herleiden, dat de coëf- 
ficiënten der beide onbekenden onderling ondeelbaar zijn. 

We hebben ons dus in het volgende slechts bezig te houden 
met het geval, dat de getallen a en b onderling ondeelbaar zijn. 


648. Js door x= Xx, y =y, (waarin x, en y, bekende getallen 
zijn) aan de onbepaalde vergelijking (414) voldaan, dan is daar- 
aan eveneens voldaan door 

een ton Veen rate) (417) 
waarin men voor t ieder geheel getal nemen kan. 

Dit blijkt onmiddellijk bij substitutie in (414), d. w. z. bij ver- 
vanging van x en y resp. door x, + bt en y, — at; het eerste 
lid ís dan nl. tot c te herleiden. 

De eigenschap geldt ook nog als a en 4 onderling deelbaar zijn. 

We merken verder op, dat x en b onderling ondeelbaar zijn 
als dit met b en c het geval is; immers een gemeene deeler 


Ì) Men kan hiervoor natuurlijk even goed schrijven: 
X= Xi — Dt, y= yy + af. 
daar dit uit (417) ontstaat door t te vervangen door — tf. 
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van x en b is volgens (414) ook een deeler van c. Ewvenzoo zijn 
y en a onderling ondeelbaar als dit met a en c het geval is. 


649. Js x=x, y=y, een oplossing der vergelijking (414) 
en zijn a en b onderling ondeelbaar, dan stelt (417) iedere oplos- 
sing dier vergelijking voor, d.w.z. iedere oplossing is te ver- 
krijgen door in (417) aan t een behoorlijk gekozen waarde toe 
te kennen }). 

Uit het onderstelde volgt nl: 

OKT lp IRG 
waardoor voor (414) geschreven kan worden: 
a OV 
of (beide leden met — by — ax, vermeerderend);: 
ax — #) = bl — y). (418) 

Hiervan is het eerste lid deelbaar door a, dus ook het tweede 
lid. Daar nu & onderling ondeelbaar is met a, is y, — y deel- 
baar door a. Men heeft dus: 

Ny = al, 
terwijl dan verder uit (418) volgt: 
x— X = bft. 

Dit voert tot (417). 

650. Algemeene en bijzondere oplossingen. Uit de eigen- 
schappen van n®. 648 en 649 blijkt, dat, als a en b onderling 
ondeelbaar zijn, (417) steeds een oplossing der vergelijking (414) 
is en omgekeerd iedere oplossing van (414) in (417) ligt opge- 
sloten. Daarom wordt (417) de algemeene oplossing der onbe- 
paalde vergelijking genoemd. Een oplossing, die uit (417) ont- 
staat door aan ft een bepaalde waarde toe te kennen, heet een 
bijzondere of particuliere oplossing °). 


1) Dit geldt ook nog als a of b nul is. Is b.v. a = 0, dan volgt 
uit de onderlinge ondeelbaarheid van a en b, dat b= + 1 is, daar 0 
door ieder getal deelbaar is (zie n°. 309). De vergelijking (414) luidt 
dan + y = c, zoodat x iedere waarde kan aannemen. Verder gaat (417) 
dan over in £=% Ft, y= y,, hetgeen eveneens uitdrukt, dat x 
willekeurig is en y een bepaalde waarde moet hebben. 

2) Met het woord „bijzonder” is niet bedoeld, dat die oplossing iets 
bijzonders heeft, daar iedere oplossing, op zich zelf beschouwd, een 
bijzondere oplossing is. 
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De oplossing x= %, y =y, Waarvan we zijn uitgegaan, is 
zulk een particuliere oplossing. In het voorgaande is dus onder- 
steld, dat de vergelijking minstens één particuliere oplossing bezit. 
Dat die onderstelling altijd juist is als a en b onderling zijn, zal 
in n®. 656 blijken. 

We merken nog op, dat de oplossing x= Xx, y =y, geen 
andere rol speelt dan de overige particuliere oplossingen, zooals 
wel daaruit blijkt, dat men in de beschouwingen van n®. 648 en 
649 van iedere particuliere oplossing kan uitgaan. Trouwens is 
t, een bepaalde maar willekeurig gekozen- waarde van tf, dan 
kan, als men £ — t, =’ stelt, voor (417) geschreven worden: 

ven (tere ve Ul) at”, 
waarin men aan # een willekeurige waarde kan toekennen. De 
rol der oorspronkelijke particuliere oplossing is nu door de parti- 
culiere oplossing x= x, + bt, y= y;, — Af Overgenomen. 


651. De eigenschap van n°. 649 geldt niet meer als a en b 
onderling deelbaar zijn. Is dan x= x,y =y, een particuliere 
oplossing van (414), dan is volgens de eigenschap van n®. 646 
aan de daar genoemde voorwaarde voldaan, dus (414) tot den 
vorm (416) te herleiden (met a’ en b’ onderling ondeelbaar). De 
algemeene oplossing van (416), dus ook die van (414), is derhalve: 

tr Olen Vier erk. (419) 

De oplossing (417) is volgens (415): 

Arrr Clean Ves OE 
en ligt dus in (419) opgesloten als het geval # = Gt. 

Hieruit blijkt, dat (417) die en alleen die oplossingen van (414) 
oplevert, die uit (419) ontstaan door aan t een door G deelbare 
waarde toe te kennen. 


652. Het bestaan van oplossingen eener onbepaalde ver- 
gelijking. We beschouwen de onbepaalde vergelijking (414) met 
a en b onderling ondeelbaar (zie n°. 647). 

Zonder beperking kunnen verder a en b positief ondersteld 
worden, daar als b.v. a negatief is voor (414) geschreven kan 


worden: 
ee Q) (—x) + by=c, 
waarin — a positief is. Door — x jals nieuwe onbekende op 
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te vatten bereikt men, dat de coëfficiënt dier onbekende posi- 
tief is. 

Zijn a en b beide negatief, dan is het echter eenvoudiger niet 
twee nieuwe onbekenden (— x en — y) in te voeren, maar (414) 
te herleiden tot: 

(— ax (by, 
waarin — a en — b positief zijn. We laten het aan den lezer 
over zich van die herleiding rekenschap te geven. 

Ook kan men zonder beperking a = b onderstellen, daar x en 
y geheel dezelfde rol spelen. 


653. Is b= 1, dan luidt (414): 
Sar EE (420) 
Hieraan is voldaan door 
Ck EV 
zoodat de algemeene oplossing volgens het in n°. 650 gevon- 
dene is: 
di A ik (421) 
Dit is ook rechtstreeks onmiddellijk uit (420) af te lezen, daar 


men Xx willekeurig kan aannemen en vervolgens uit (420) voor 


y vindt: 
y=C— AX, 
hetgeen op hetzelfde neerkomt als (421). 


654. We beschouwen nu het geval b > 1. Wegens de onder- 
linge ondeelbaarheid van a en b is dan a = b uitgesloten, dus 
(wegens het in n°. 652 onderstelde) a > b. 

Zij q het partiëele quotiënt der deeling van a door b. Dan is: 

U Des (422) 
waarin 0 < r << b. Tengevolge van (422) gaat (414) over in: 
Vl ndbeer EE De 


bea nkertdn 1d 
Door 


OER inh (423) 

te stellen wordt dit: 
Daed (424) 
Dit is een vergelijking van denzelfden vorm als de oorspronke- 
lijke, terwijl ook nu de coëfficiënten der beide onbekenden onder- 
ling ondeelbaar zijn. Men heeft echter bereikt, dat de coëfficiënten 
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kleiner geworden zijn, daar de grootste coëfficiënt door de rest 
der deeling door den kleinsten vervangen is. 


655. Heeft men de vergelijking (424) opgelost en is 
NR ei FÔ (425) 
(£ willekeurig) de algemeene oplossing, dan heeft men nog de 
vergelijking (423) op te lossen met y en t als onbekenden. Ten 
gevolge van (425) gaat (423) over in: 
yr (gbrrnt=z— qe, 
of volgens (422): 
velie 0 
Deze onbepaalde vergelijking verkeert in het in n®. 653 be- 
schouwde geval (£ willekeurig aan te nemen). De algemeene 
oplossing van (414) is dus direct neer te schrijven, nl: 
X=Xtbt, y= — dl. 
Naar behooren is die oplossing van den vorm (417) (met 
Nn=A—4X). 


656. Blijkens het voorgaande is de vergelijking (414) oplos- 
baar als dit met (424) het geval is. Dit laatste doet zich zeker 
voor als r= | is. 

Is r > 1, dan kan men (424) op dezelfde wijze verder herlei- 
den tot een onbepaalde vergelijking, waarvan de coëfficiënten der 
onbekenden onderling ondeelbaar zijn en de grootste coëfficiënt 
r is. Zoo kan men doorgaan, steeds de coëfficiënten der onbe- 
kenden verkleinend, waarbij men eindelijk zal komen op een 
vergelijking, waarvan een dier coëfficiënten 1 is en die dus oplos- 
singen toelaat. De oorspronkelijke vergelijking (414) bezit dus 
eveneens oplossingen. 

Hiermede is aangetoond: 

Zijn bij de onbepaalde vergelijking (414) de coëfficiënten a en 
b onderling ondeelbaar, dan bezit die vergelijking oplossingen. 

Een stelling als deze, waarin het bestaan van iets (in ons geval 
van oplossingen der onbepaalde vergelijking) geconstateerd wordt, 
noemt men een exístentiestelling en het bewijs daarvan een 
existentiebewijs. 


657. Uit de eigenschap van n°. 656 blijkt, in verband met het 
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in n®. 647 gevondene, dat de vergelijking (414) steeds oplossingen 
bezit als c deelbaar is door den G.G.D. van a en b. 

Dit kan men met de eigenschap van n°. 646 aldus samenvatten: 

De vergelijking (414) bezit dan en alleen dan oplossingen als 
c door den G.G.D. van a en b deelbaar is Y). 

De in n°. 646 genoemde voorwaarde is dus zoowel noodig als 
voldoende. 


658. Algorithmus ter oplossing van een onbepaalde ver- 
gelijking. Het bewijs van n®. 654—656 levert tevens een een- 
voudigen algorithmus om een onbepaalde vergelijking, die aan 
de in n®. 646 en 657 genoemde voorwaarde voldoet, op te 
lossen. 

Eerst wordt de vergelijking herleid tot een met onderling 
ondeelbare en positieve coëfficiënten (zie n°, 647 en 652). De 
algorithmus bestaat dan verder in het telkens invoeren van een 
nieuwe onbekende (in de plaats van de onbekende met den 
kleinsten coëfficiënt), waardoor de grootste coëfficiënt verkleind 
wordt (tot een waarde kleiner dan de kleinste coëfficiënt), het- 
geen voort te zetten is tot een coëfficiënt 1 ontstaat. 


659. De coëfficiënten der onbepaalde vergelijkingen, die men 
zoo achtereenvolgens krijgt, zijn b en r,, daarna r,‚ en r,, ver- 
volgens )r, -&il\ fe EnZi,.Waarinehist re. Fo, keilziedentestenszij RIS 
bij de bepaling van den G.G.D. van a en b optreden (zie de 
vergelijkingen van n°. 174). Het aantal omvormingen, die men 
de onbepaalde vergelijking (414) heeft te doen ondergaan, is 
dus gelijk aan het aantal deelingen noodig om den G.G.D. 
van a en b te bepalen, d. w. z. om de onderlinge ondeelbaarheid 
van a en b vast te stellen. 


660. Voorbeeld ter toelichting. Als voorbeeld nemen we 
de vergelijking: 
1417x — 3003y = 663. 


l) Dit geldt ook nog als a of b nul is. Is b.v. a = 0, dan heeft 
de vergelijking (414), die in by —= c is overgegaan, dan en alleen dan 
oplossingen als c door b deelbaar is. Daar b de G.G.D. van 0 en 5 
is, is dit met de eigenschap ín overeenstemming. 
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We bepalen eerst den G.G.D. van 1417 en 3003: 
1417 /3003\ 2 


169 /1417\ 8 
(13)/ 1352 


65 /169 
6)/ 130 
39 /65\ 1 
0/39 \ 
ZOO NET 
o/ 26 \ 
13 /26\ 2 
(1)/ 26 \ %) 
0 
Deze blijkt 13 te zijn. Daar 663 door 13 deelbaar is, is de 
vergelijking oplosbaar. Door deeling door 13 gaat deze over in: 


109x — 231y = 51. (426) 
Door | 
ld 
te stellen wordt de vergelijking: 
LOI de et A (427) 


661. De verdere berekening is nu aldus: 
10 2) +13 = 515, 


109z + 13’ = 51, zZe=Xd 2y, 
LS Vaerdaletenn ner lee), 
Wd Oe Dl, Waer 02, 
o(z + 2wWw) + 3w= 51, 
Oua l. Os 2 
UT Ten de D 
enn Plet U Wat 0 
Kn At Weij 
ds eN Tr t=v U. 


Ì) De tusschen haakjes geplaatste getallen zijn uit de daar boven 
staande afgeleid door deeling door 13. Nader hierover in n°. 663. 

2) De hierin voorkomende getallen 2 en 13 zijn het quotiënt en de 
rest der deeling van 231 door 109. 

35) De hierin voorkomende getallen 8 en 5 zijn quotiënt en rest bij 
deeling van 109 door 13. 
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Hieruit vindt men verder: 
Ui le 
v=t— U=—bDl +3Á, 
Ww=u— v=2.51 — bi, 
Z=V—-W=—5.5l + 134, 
yy =Ww—8z=42.51 — 109%, 


X=Z—2=—89.51 + 2314, 
„y= W=—42,51 + 109 YI). 
De algemeene oplossing der vergelijking (426) is dus: 
x= — 4539 + 231E, y = — 2142 + 109%. 


Door t= tf’ + 20 te stellen °) kan dit nog vereenvoudigd wor- 
den tot: 
KO LOT (428) 
662. Naar behooren is de oplossing (428) der vergelijking 
(426) van den vorm (417). De omstandigheid, dat de coëfficiënten 
van é, die in de oplossing voorkomen, reeds van te voren bekend 
zijn, kan nu ook worden gebruikt om een deel der berekening 
weg te laten. Men kan nl. volstaan met een bijzondere oplos- 
sing van (426) te bepalen door van een bijzondere oplossing der 
vergelijking 2f + u = 51 uit te gaan. 
Aangewezen is daarvoor te nemen t= 0, u = 51, waarna de 
verdere berekening wordt: 
V=t—u=—bl, 
Wii RD Ie 


1) Voor t=0 Sgeeft dit de” bijzonderesoplossing xe SSM 
y=-—42.51. Algemeener vindt men op de aangegeven wijze een 
bijzondere oplossing van (414) van de gedaante: 

We 
waarin A en B slechts van a en b afhangen. Door c = 1 te nemen 
blijkt, dat x= 4, y = B een bijzondere oplossing der vergelijking 
ax + by = l is. Dat dan x= Ac, y = Bec aan (414) voldoet, blijkt 
trouwens ook onmiddellijk bij substitutie in (414) in verband met 
aÂ + bB=l1. 

2) Daar bij iedere waarde van f een waarde van # behoort en omge- 
keerd, wordt door de substitutie f—= tf’ + 20 geen stel waarden van 
Xx en y ingevoerd en geen stel waarden verduisterd. Dit laatste zou 
b.v. wel het geval zijn als we tf = 2f/ stelden, waardoor de oplossingen 
behoorende bij oneven waarden van t verduisterd zouden worden. 
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ZVW 5.51, 
yY=w—8z= 42.51, … y= =—42.51, 
Ke Zy 80101, 


Uit deze bijzondere oplossing van (416) is dan verder onmid- 
dellijk de algemeene oplossing af te leiden. 


663. Bij de opvolgende herleidingen der vergelijking (427) 
(zie n°. 661) kan met voordeel van het in n®. 660 voorkomende 
schema ter berekening van den G.G.D. van 1417 en 3003 gebruik 
gemaakt worden. Dit schema levert nl. zoowel de quotiënten 
als de resten, die bij de bepaling van den G.G.D. van 109 en 
231 (de in (427) voorkomende coëfficiënten der onbekenden) optre- 
den. De quotiënten zijn nl. dezelfde als bij 1417 en 3003 terwijl 
de resten door 18 gedeeld zijn (zie n°. 180); de nieuwe resten 
(die voor 109 en 231) zijn in het schema tusschen haakjes onder 
de oorspronkelijke resten geplaatst. 

Welke rol nu verder de quotiënten en resten, optredende bij 
de bepaling van den G.G.D. van 109 en 231, spelen bij de 
achtereenvolgende herleidingen van (427), wordt door de noten 
2 en 3 van blz. 815 genoegzaam duidelijk gemaakt. 


664. Aan te brengen vereenvoudigingen. In sommige gevallen 
zijn in den ín n°. 658 en 659 besproken algorithmus nog vereen- 
voudigingen aan te brengen. 

In de eerste plaats kan de omvorming tot positieve coëfficiënten 
der onbekenden achterwege blijven. Deze is slechts ten behoeve 
van het bewijs van n®. 654—656 uitgevoerd om daarbij geen 
onderscheiding van verschillende gevallen noodig te hebben. Voor 
den algorithmus is die omvorming echter zonder beteekenis, het- 
geen genoegzaam uit het voorbeeld van n?. 660 en 661 blijkt. 
Men kan nl. de vergelijking (426), zonder die eerst tot (427) om 
te vormen, ook aldus herleiden: 

109(x — 2y) — 13y = 91, 


109z — 13y = 51, Z=X— 2y, 

— 13(y — 82) + 52 = 51, 
—13w + 52 = ol, w= y— 8z, 

o(z — WW) — SW = 51, 
5u — Sw == 51, U =Z— ?W, 


enz. 
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665. Verder kan het voordeel opleveren sommige der bij de 
herleiding optredende partiëele quotiënten (in het voorbeeld 
Tos) BP 5) enz.) door een 1 grooter getal te vervangen, 
als nl. daardoor de rest der deeling (die daarbij van teeken is 
omgekeerd) in absolute waarde kleiner wordt. Dit wil dus zeg- 
gen, dat men de vergelijking (422) van n®. 654 door 

a=qb—r (0 <r’ < b) 
kan vervangen, waarin q’ =q +1, r/ =b — ris; dit ís voordeelig 
als r/ < r is, daar dit dan een snellere verkleining der coëfficiënten 
teweeg brengt, hetgeen een verkleining van het aantal omvor- 
mingen ten gevolge heeft (vergelijk n°. 985—989). 

Past men deze vereenvoudiging op de vergelijking (426) van 
n°. 660 toe, dan wordt de berekening: 


109x — 29) — 13y = 51, 


109z — 13y = 51, 2e 2, 
— 13(y — 82) + 52 = 51, 
— 13W4 92 = 1, W=y— 82, 
5(2 — 3W) + WW = 51, 
Drewe U =zZ— Sw, 
Ie Pt) hr hed Eert bn 
Dn Able U = WH 2. 
Een bijzondere oplossing vindt men nu aldus uit u = 0, v = 51: 
Wie Ue IN 
ZU SUD 
VU SRAD IE 
X= ZH2y =—89. 51. 


Een aanzienlijker vereenvoudiging krijgt men zoo bij de ver- 
gelijking 
o4x + 145y = 31, 
hetgeen we aan den lezer overlaten na te gaan. 


666. Andere vereenvoudigingen. In de vergelijking (414) 
van n°. 642 (waarin a en b onderling ondeelbaar ondersteld wor- 
den) kan men een vereenvoudiging aanbrengen als a en c onder- 
ling deelbaar zijn. Is nl. G de G.G.D. van a en c, dan is c — ax, 
dus by, door G deelbaar. Daar b en G onderling ondeelbaar 
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zijn (wegens de onderlinge ondeelbaarheid van a en b), is dus 
y door G deelbaar, zoodat men | 
VRC, 


a= Ga’ c= Gd, 


stellen kan. Ìs nu: 


dan gaat (414) over in: 
G(a'x + by’ —c/) = 0, 
pr A Eek 
Door deze eenvoudige omvorming is de coëfficiënt van x ver- 
kleind. | 
Een geheel soortgelijke vereenvoudiging is natuurlijk aan te 
brengen als b en c onderling deelbaar zijn. 


667. De in n°. 666 besproken omvorming kan op de verge- 
lijking (426) van n°. 660 worden toegepast, daar 231 en 51 beide 
door 3 deelbaar zijn. Door x= 3x’ te stellen gaat de vergelij- 
king over in: 

109’ — 77y = 17. 
De verdere berekening is dan aldus: 
— 17(y — X°) +324 = 17, 
ek fe Zy, 
SUX’ — 22) — 132 = 17, 
32w — 132 = 17, Ww= XX — 22, 
— 18(z — 2Ww) + 6w= 17, 


— 18Vv 4 6wWw= 17, U =2Z— 2w, 
6lw — 2) — v=l7, 
Ou — VU == 17, u=W—?. 
Door u = 0, v = — 17 te nemen vindt men dan: 
DE Ben Nr A A 
Z=V t?2W=— 5.17, 
N= WH 22 =—12 17, x= =— 36. 17, 
Vi ern er mand dla 
De algemeene oplossing van (426) is dus: 
x= — 612 + 2314, y = — 289 + 109%, 


hetgeen tot (428) ís om te vormen. 


668. Een nog grootere vereenvoudiging kan men aanbrengen 
als c zoowel met a als met b onderling deelbaar is. Verder 
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kan het geval zich ook voordoen, dat de besproken vereenvoudi- 
ging bij een der bij de herleiding optredende vergelijkingen is aan 
te brengen. 

Als voorbeeld nemen we de vergelijking: 


119x + 405y = — 280. (429) 
Daar x door 5 en y door 7 deelbaar is, stellen we: 
A OENE 
waardoor (429) overgaat in: 
17 81 = —8, - 


De berekening is dan verder aldus: 


17(x7 + 5’) — 4 = — 8, 
17z — 4y/ = — 8, oe Ve 
1727’ — y= —3, Zien 
Een bijzondere oplossing is z’ = 0, y/ = 2, waaruit verder volgt: 
ZON LOP DO RL 


De algemeene oplossing van (429) is dus: 
£= — BO + 405E, y = 14 — 119. 


Zonder de aangebrachte vereenvoudigingen zou de behande- 
ling van (429) veel bewerkelijker geweest zijn. 


669. Het kan soms voordeel hebben van den in n°. 665 gegeven 
regel af te wijken als men daardoor de in n°. 666 besproken 
vereenvoudiging kan aanbrengen. Als voorbeeld nemen we de 
vergelijking: 

3x + 44y = 9. (430) 

De behandeling volgens den regel van n°. 665 ís aldus: 

31(x + y) + 13y = 9, 
Ol did an SN 
LSV) en De 
ISW: W= yi 22, 
5(z + 3Ww) — WW = 9, 
5u — Www = 9, Vri 
— wd) v=I, 
ret Weren, uU=Ww— Wy. 
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Een bijzondere oplossing krijgt men door u=0, v=9 te 
nemen, waarna men vindt: 
We il +. 2 == 2,9, 
Z=U—-dw=—5.9, 
y=w—?z=12.9, 
=Z— y=—l7.9. 
De algemeene oplossing van (430) is dus: 
X= — 153 + 44É, y = 108 — 31t, 
hetgeen door t= tf’ +3 te stellen *) overgaat in: 
X=— 21 + 44, y= 15 — 31E. (431) 
Een eenvoudiger berekening krijgt men echter aldus: 
31(x + 2y) — 18y = 9, 


3lz — 18y = 9, em PAL 
3lz’ — 2y=l, Rr, 

— Uy — 152!) + 2/=1, | 
Aer Zil, w=y— 152’. 


Een bijzondere oplossing is w = 0, 2’ = 1, waaruit volgt: 
y=wWwd 152’ = 15, 
die ek 
X=Z—2y=— 21, 
hetgeen onmiddellijk tot (431) voert. 


670. Positieve oplossingen eener onbepaalde vergelijking. 
We kunnen ook vragen naar die oplossingen der onbepaalde ver- 
gelijking (414), waarbij zoowel x als y positief is; deze zullen 
we kortweg als positieve oplossingen aanduiden. We onderstellen 
daarbij a en & onderling ondeelbaar. 

De positieve oplossingen worden uit de algemeene oplossing 
(417) (zie n°. 648) gevonden door tf zoo te bepalen, dat 

hr 0e at), 
dus: 
bit > — xj, at < y, (432) 
is. Het is echter niet zeker, dat aan beide ongelijkheden gelijk- 
tijdig kan worden voldaan. 


671. De vergelijking (414) kan steeds zoo worden geschreven, 


1) Zie noot 2 van blz. 316. 
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dat c positief of nul is *. Zijn a en b dan beide negatief, dan 
bezit (414) geen positieve oplossingen. 

Onderstel nu, dat a positief en b negatief is. Is b= —b’, 
dan kan voor de eerste der ongelijkheden (432) geschreven wor- 
den b't<x,. Is t‚ de grootste waarde van t, waarvoor b't < x, 
is, en ft, de grootste waarde van f, waarvoor at < y, is, dan kan 
voor (432) geschreven worden: 

Lbs (433) 

Is f, het kleinste der getallen ft, en f, dan is aan (433) dan 
en alleen dan voldaan als St; is. De vergelijking (414) bezit 
dus oneindig veel positieve oplossingen. 

Tot dezelfde conclusie komt men als a negatief en b positief is. 


672. Zijn a en b beide positief, dan volgt uit (432): 

EE (434) 
waarin tf, de kleinste waarde van # is, waarvoor bf > — %, en 
t, de grootste waarde van f, waarvoor at < y, is. 

Is & > t, dan kan aan (434) niet worden voldaan. De ver- 
gelijking (414) heeft dan geen positieve oplossingen. Dit geval 
doet zich b.v. voor bij de vergelijking 


fossa ED ES 
De algemeene oplossing hiervan is: 
Xml dt Ilë y=4—7t; 


X is positief als £ = 1 en y positief als £S 0 is, waaraan echter 
niet gelijktijdig kan worden voldaan. 

Is & Sf, dan wordt aan (434) door ft, — t‚ + 1 waarden van 
t_ voldaan, nl A6 tld te en dar Deverge li kins n( AA) 
heeft dan dus & — £ + 1 positieve oplossingen. 

Het blijkt dus, dat (414), voor a en b beide positief, hoogstens 
een eindig aantal positieve oplossingen heeft. Dit is van de 
gemaakte onderstelling c = 0 onafhankelijk, daar de vergelijking 
(414) geen positieve oplossingen bezit als a en b positief zijn en 
c negatief is. 

Onverschillig welk teeken c heeft kan men zeggen, dat (414) 


1) Voor (414) kan nl. ook geschreven worden: 
Gat (rb) 6 
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hoogstens een eindig aantal positieve oplossingen bezit als a en 
b hetzelfde teeken hebben. 


673. De voorgaande beschouwingen gaan met voor de hand 
liggende wijzigingen door als men naar oplossingen vraagt, waarbij 
Xx en y beide aantallen (dus = 0) zijn, of algemeener als men 
vraagt naar oplossingen, waarvoor 

Oe VP G) 
is, waarin P en Q gegeven getallen zijn. Dit geval is trouwens 
onmiddellijk terug te brengen tot dat, waarbij naar positieve 
oplossingen gevraagd wordt, door 


X—_—P=Ey-Q=n 
te stellen. 


674. Twee onbepaalde vergelijkingen met drie onbekenden. 
We beschouwen nu het geval, dat men twee lineaire onbepaalde 
vergelijkingen 

Tr dS in EEE (435) 
rn alen e Te rdf | (436) 
heeft, waaruit de onbekenden x, y en z moeten worden opgelost. 

We nemen aan, dat ieder der onbekenden in minstens één der 
twee vergelijkingen een van nul verschillenden coëfficiënt heeft, 
daar anders een onbekende uit de vergelijkingen geheel wegvalt. 
De getallen c,‚ en c, zijn dus niet beide nul, zoodat b.v. c‚ + 0 is. 

De op nul herleide vergelijkingen (435) en (436) schrijven we 


resp. : 
Or 0, (437) 


waarin L,‚ een afkorting is voor a,x + by + cjz2 — d, en L, voor 
Aak + boy + Coe — de. Uit (437) volgt: 
Celeb ==, 

Omgekeerd besluit men uit deze vergelijking en ZL, = 0 tot 
c‚L, = 0, dus (wegens c, +0) tot ZL, = 0. Hieruit blijkt, dat aan 
(437) dan en alleen dan is voldaan als voldaan is aan: 

LL. = 0, E&L, —tL3 = 0. (438) 

De twee vergelijkingen (437) hebben dus dezelfde oplossingen 
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als de twee vergelijkingen (438). Twee zulke stellen vergelijkingen 
heeten gelijkwaardig (vergelijk n°. 642). 


675. De tweede vergelijking (438) luidt: 
(a,Cy — dal) X + (bies — bae)y = djCy — da, (459) 
Hieruit is de onbekende z verdwenen. Men zegt, dat (459) 
uit (4835) en (456) is afgeleid door z te elimineeren (verwijderen). 
Is c, = 0, dan kan voor (439) geschreven worden: 
C‚(a,x + boy — de) = 0, 


dus wegens c, + 0: 

Ue odd 
hetgeen niets anders is dan de vergelijking (436). Het elimineeren 
van z is dan overbodig, daar (436) dan reeds een vergelijking 
is, waarin Z niet voorkomt; of liever het elimineeren van z uit 
(435) en (436) bestaat dan eenvoudig in het weglaten van (435). 


676. De vergelijking (439) is van den vorm (414) (zie n°. 642). 
Voldoet (439) aan de voorwaarde voor oplosbaarheid (zie de 
eigenschap van n®. 657), dan is de algemeene oplossing van (439): 

Kr ATL LNV Ve MELS (440) 
hierin “zijn. & en «fsde” getallen,sdiettesp. nils arta OCE 
bc, — D,C, ontstaan door deze getallen door hun G.G.D. te deelen 
(zie. n°. 651). 

Substitueert men in (435) voor x en y de daarvoor door (440) 
aangegeven waarden, dan vindt men: 

(af — bet + ez =d, — ax — bis: (441) 
Dit is weer een vergelijking van den vorm (414), die in geval 
van oplosbaarheid een algemeene oplossing heeft van den vorm: 
Leth nee (442) 
waarin g en A resp. uit de getallen af — bje en c, ontstaan door 
deze door hun G.G.D. te deelen, terwijl p een willekeurig geheel 
getal is. 
Uit (440) en (442) vindt men als algemeene oplossing der ver- 
gelijkingen (455) en (436): 
x= Xt fh + fhp, 
y= —et, —ehp, (443) 
ed | ep 

(p willekeurig); hierin is: 
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He erp VEN, 2 
een bijzondere oplossing van (435) en (436). 


677. Vraagt men naar de positieve oplossingen van (435) en 
(436), dan moet men nog p zoo bepalen, dat x, y en z alle 
positief zijn. Dit is òf niet mogelijk, òf op een eindig aantal 
manieren mogelijk, òf op oneindig veel manieren mogelijk. Dit 
laatste geval doet zich dan en alleen dan voor als in de oplos- 
sing (443) de drie coëfficiënten van p,‚, dus de getallen fh, — eh 
en — g, alle hetzelfde teeken hebben (dus alle positief of alle 
negatief zijn), waarbij we van de bijzondere gevallen, dat een dier 
coëfficiënten nul is (zie n°. 678—680) afzien. We laten dít aan 
den lezer over na te gaan. 


678. Bijzondere gevallen bij twee onbepaalde vergelijkingen 
met drie onbekenden. Een eerste bijzonder geval is, dat in de 
vergelijking (439) een der coëfficiënten van de onbekenden nul 
LANE 


err: (444) 
Sr de GG Ds vanse renden 
RRRS ACR (445) 


dan volgt uit (444): 
C(a,k, — agf) = 0, 
Ak, = Apk, 
waaruit in verband met de onderlinge ondeelbaarheid van &, en 
k;, volgt: 
GEN Ak kn: (446) 
Verder is: 
bic, — Dae, = C(b‚k — bok), 
die, — dee, = C(d;k, — dek.) 

De vergelijking (439) is oplosbaar als bk, — bjk, deelbaar is 
op dk, — dek, (vergelijk de noot van blz. 314). Men vindt dan 
een bepaalde waarde y, voor y, terwijl x geheel willekeurig kan 
worden aangenomen; dit is in overeenstemming met (440), waarin 
e=0 en f= +1 is (vergelijk noot l van blz. 310). 

De vergelijking (435) gaat nu over in: 

Wet Gad Di 

In geval deze vergelijking oplosbaar is luidt de algemeene 

oplossing van (435) en (436): 
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Ker 
Va VI ) 
Same SP 


waarin g en A uit a, en c, ontstaan door deze getallen door hun 
G.G.D. te deelen. 

De getallen g en h zijn beide van nul verschillend, daar a, 
en c‚ van nul verschillen. Van c,‚ is dit nl. ondersteld, waaruit 
dan verder volgt a, +0; uit a, = 0 en ec, +0 zou nl. in verband 
met (444) volgen a, = 0, in strijd met de in n°. 674 gemaakte 
onderstelling, dat a, en a, niet beide nul zijn. 


679. Vervolgens beschouwen we het geval, dat in de verge- 
lijking (439) de coëfficiënten van x en y beide nul zijn, dus 
voldaan ís aan: 

dieses re DORE (447) 


Is weer C de GGD: van ser en C, dan. heett men behalve 
(445) en (446), ook: 
EE REN (448) 
Is 
dOr dee, (449) 
dan bezit (439) geen oplossingen. Aan de oplosbaarheidsvoor- 
waarde van n°. 657 is dan ook niet voldaan, mits men die voor- 
waarde zoo leest, dat ec deelbaar moet zijn door iederen gemeenen 
deeler van a en b. Zijn nu a en b beide nul, dan is ieder getal 
een gemeene deeler van a en & (zie n°. 309), zoodat, als c + 0 
is, er onder die gemeene deelers ook zijn, die geen deeler van 
C zijn. 
Is behalve aan (447) ook voldaan aan: 
dies — dae, = 0, (450) 
dan is aan (439) voor ieder stel waarden van x en y voldaan. 
De vergelijkingen (435) en (436) zijn dan met de enkele verge- 
lijking (435) gelijkwaardig, hetgeen men uitdrukt door te zeggen, 
dat de vergelijking (436) van (435) afhankelijk is. Iedere oplos- 
sing van (435) is ook een oplossing van (436). Hoe de oplos- 
singen van (435) bepaald worden, zal in n°. 686—691 worden 
besproken. 
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680. Wanneer in (439) de coëfficiënten der onbekenden beide 
van nul verschillen kan zich nog het geval voordoen, dat in de 
vergelijking (441) de coëfficiënt van t nul is, dus voldaan is aan: 

af —bje =0. 

Blijkens de beteekenis der getallen e en f (zie n°, 676) is dit 
dan en alleen dan het geval als 

a(bie, — Dae) — bjlaiC, — A30) = 0, 
c‚(a,b, — a,b) = 0, 

dus (wegens c, + 0) als 

abs — Ab, = 0 (451) 
is. In geval (441) oplosbaar is (dus d, — a;X, — by, deelbaar 
door c,) vindt men voor z een bepaalde waarde z,, terwijl t 
geheel willekeurig is. De algemeene oplossing van (435) en 
(436) luidt dan: 


Rt Ce 
Vv "Vi a Cl 
Z= Zj. 


Dit geval verschilt van het ín n°. 678 beschouwde slechts 
daarin, dat de rollen der onbekenden y en z verwisseld zijn. 
Door y te elimineeren ín plaats van z gaat het nu beschouwde 
geval, het voldaan zijn aan (451), geheel in dat van n°. 678 over. 


681. Voorbeelden ter toelichting. Als voorbeeld nemen we 
de vergelijkingen: 
Tx 8y — 92 = — 11, _ (452) 
13x — 23y — 62 = 16. (453) 
Men elimineert z door (452) met — 2 en (453) met 8 te ver- 
menigvuldigen en op te tellen. Het resultaat dier eliminatie is: 
2x — 85y = 10, 


ox — 17y = 14. 
De algemeene oplossing hiervan is: 
X=—4t17t, y= — 2 + of. (454) 
Dit in (452) gesubstitueerd geeit: 
159 — Iz = 33, 
ost — dz = 11, | (455) 


terwijl natuurlijk substitutie in (453) tot hetzelfde resultaat voert. 
Uit (455) vindt men verder: 
beelt 30e 14 DIP. 
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Dit in (454) substitueerend vindt men voor de algemeene 
oplossing der vergelijkingen (452) en (453): 


x= 1851; 
Wilp 
z= 14 + 53p. 


De positieve oplossingen verkrijgt men door p 2 0 te nemen. 


682. Als tweede voorbeeld nemen we de vergelijkingen: 
xr 12 12 == — 29, (456) 
8x — Oy 52 18. (457) 
Eliminatie van y (door de tweede vergelijking met 2 te ver- 
menigvuldigen en de eerste daarvan af te trekken) geeft: 


Unna 0) 
De algemeene oplossing hiervan is: 
X=4—3t,z=—l +174, 


hetgeen in (457) gesubstitueerd geeft: 
46t — 6y = — 29. 

Daar de coëfficiënten van ten y door 2 deelbaar zijn, maar 
het tweede lid niet, heeft deze vergelijking geen oplossingen, 
zoodat ook (456) en (457) geen oplossingen bezitten. 

Heeft men de vergelijkingen: 

9% — Dy + 22 = 4, 
1lx + 7y — 6z = 9, 
dan volgt hieruit door eliminatie van z: 
20x — 8y = 21; 
hieruit ziet men reeds direct, dat de vergelijkingen niet oplos- 
baar zijn. 


683. Is gegeven: 
8x 10y Fllz= 17, (458) 
12 loy fe 22, (459) 
dan vindt men door eliminatie van x (waarbij tevens y wegvalt, 
zoodat men ín het in n°. 678 beschouwde geval verkeert): 
9205; 
Pe 
Substitutie in (458) geeft: 
8x — 10y = — 38, 
4x — Sy = — 19, 
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waarvan de algemeene oplossing is: 
Xml töt, y =3 + 4É, 

In combinatie met z=5 is dit de algemeene oplossing van 
(458) en (459). 

Vervangt men het tweede lid van (459) door 20, dan vindt 
men door eliminatie van x (of y): 

verend 17 

Daar 91 niet door 19 deelbaar is, kan hieraan niet worden 
voldaan, zoodat de vergelijkingen dan niet oplosbaar zijn. 


684. Drie onbepaalde vergelijkingen met vier onbekenden. 

Heeft men drie onbepaalde vergelijkingen. 

Oene die, 

MED on ls eandh ol ORT 

sAnne Veelnk Eg Sate Ay Wi se, 
met vier onbekenden x, y, z, w, dan ís dit tot het geval van 
drie vergelijkingen met twee onbekenden terug te brengen door 
een der onbekenden, b.v. w, te elimineeren, waardoor men krijgt: 

(a,ds — azd)x + (bjds — bzd)y + (Cd — C3d)z = Cjd3 — E35, 

(asd3 — Azd)x + (bodz — D3da)y + (Cody — C3d)z = Cydy — 3d. 

Heeft men deze vergelijkingen opgelost, dan moeten de voor 
Xx, y en z gevonden uitdrukkingen in een der gegeven vergelij- 
kingen gesubstitueerd worden, hetgeen een onbepaalde vergelij- 
king geeft met twee onbekenden (w en de grootheid f, waarin 
Xx, y en z zijn uitgedrukt). 

Op geheel soortgelijke wijze handelt men met vier lineaire 
vergelijkingen met vijf onbekenden, enz. Van een discussie van 
het algemeene geval en de bijzonderheden, die zich daarbij kun- 
nen voordoen, zien we hier af en volstaan met een voorbeeld. 


685. Laten gegeven zijn de vergelijkingen: 
X—2y bz W= 4, 
IXA 5y — Zr SW=d, (460) 
Ax —3y + 32 + WW =|. 
Door eliminatie van w vindt men (uit de eerste en tweede en 
uit de eerste en derde vergelijking): 
ox — y + 17z= 15, 


6x — Ty +15e= 9. (461) 
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Uit de laatste vergelijking blijkt, dat y door 3 deelbaar is Door 
y= te stellen gaan de vergelijkingen (461) over in: 
DX — 3 + 172 = 15, 


DAO Zien: (462) 
Door eliminatie van Xx volgt hieruit: 
PAN Fe IF (463) 


Bijgevolg is y’ door 8 deelbaar. Stelt men py’ = 39”, dan gaat 
(463) over in: 


2 TBI, 
De algemeene oplossing hiervan is: 
Vr DLM OEL 
Dit in (462) substitueerend vindt men, lettend op y’ = 3y”: 
2x + 2084 = 64, 
X= 32 — 1044. 


De eerste der vergelijkingen (460) levert dan verder als alge- 
meene oplossing dier vergelijkingen: 


x= 32 — 104t, 
VI 
Z=—_8 + 2%, 
W == — 38 + 124. 


Positieve oplossingen zijn niet aanwezig. 


686. Onbepaalde vergelijking met drie of meer onbekenden. 
We beschouwen de lineaire onbepaalde vergelijking: 


VED Monreal etn (464) 
met onbekenden %, 4, …..… Am Hebbensde coëticiënten 
Oi Aas me oe Un GEUS EMEenen dEEleF BUIESTET ROSSI Beva NLS 
dan kan aan (464) niet worden voldaan. Is de G.G.D. van a, 
As, «> An ook deelbaar op b, dan is (464) gelijkwaardig met 

Koh Kata seen RO, 
waarbijsd,/, ‘atas arb TES De EO wake Lebron an 
door deze getallen door genoemden G.G.D. te deelen. De getallen 
A, Aa, «..…, An hebben geen andere gemeene deelers dan 1 


en — 1, m.a.w. 1 is hun G.G.D. 
Blijkens het voorgaande kan dus verder worden aangenomen, 


Pel 
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dat in de vergelijking (464) de coëfficiënten a,, a, ..., an het 
getal 1 tot G.G.D. hebben. 

687. Zijn twee der getallen a,, a,, ... „ an onderling ondeel- 
baat, b.vera, ends dan kan men, in-(464): aan x, X,, «. -… %nz 


willekeurige waarden toekennen, waarna men verder x, en Xx, 
kan oplossen, en wel uit de onbepaalde vergelijking 
Dn Ne, AE (465) 
met twee onbekenden (zie de eigenschap van n°. 656). 
Is x,= A, X9 = A, een bijzondere oplossing der vergelijking 
Tp dre 
dan is: 
X = À,(b — A3Xg — AX, —.-. — AnXn), 
Xa = Alb — AgKg — AX — «-. — AnX) 
een bijzondere oplossing van (465) (zie noot 1 van blz. 816). De 
algemeene oplossing van (465) is dus: Ì 
Xj = A(b — a3X3 — AX — ... — AnXn) + Ast, 
Kg = Alb — AgXz — Ak — ««»« — AnXn) — Gil. 
Dit is ook de algemeene oplossing van (464) als men X3, X4, 
…… Xn, t als willekeurig aan te nemen getallen beschouwt. 


688. We beschouwen nu het geval, dat geen twee der coëffi- 
ciënten a,, As, ...., An onderling ondeelbaar zijn. Zij G de 
G.G.D. van a, en as. Dan is a,X + 4aX door G deelbaar, 
zoodat we 


OTE UV (466) 
kunnen stellen, waardoor (464) overgaat in: 
Oee tka de Urn Ds (467) 


Dit is een onbepaalde vergelijking van dezelfde soort als (464), 


“maar met „ — l onbekenden, terwijl de coëfficiënten der onbe- 


kenden (dus G, a3, 44, ...… Gn) als G.G.D. 1 hebben (daar een 
gemeene deeler van G, as, A4, «.. „ An OOk een gemeene deeler 
BEES Ue ete Oh IS). 


Heeft nu (467) oplossingen, dan kan men verder Xx, en X, uit 
(466) bepalen: daar het (bekende) tweede lid van (466) door den 
G.G.D. G van a, en a, deelbaar is, voldoet (466) aan de voor- 
waarde voor oplosbaarheid (zie n°. 657). De vergelijking (464) 
heeft dus oplossingen. 
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Door volledige inductie blijkt zoo: 
Hebben de coëfficiënten der onbekenden 1 tot G.G.D., dan is 
de onbepaalde vergelijking (464) oplosbaar. 


689, In verband met het in n°. 686 opgemerkte volgt verder 
uit de eigenschap van n°. 688: 

De vergelijking (464) is dan en alleen dan oplosbaar als de 
G.G.D. der coëfficiënten a,, as, . .. „ an een deeler van het tweede 
lid b is. 

De eigenschap van n®. 657 ligt hierin als het bijzondere geval 
n=? opgesloten. Ook voor n= 1 is de eigenschap juist; ze 
is dan echter triviaal, daar ze dan niets anders uitdrukt dan de 
definitie van deelbaarheid. 


690. Algorithmus ter oplossing van een onbepaalde ver- 
gelijking met drie of meer onbekenden. Het in n°. 686—688 
behandelde wijst tevens den weg aan, langs welken de oplossin- 
gen der (oplosbaar onderstelde) vergelijking (464) verkregen kun- 
nen worden. Die weg bestaat nl. daarin, dat, als de coëfficiënten 
der onbekenden twee aan twee onderling deelbaar zijn, de ver- 
gelijking teruggebracht wordt tot een onbepaalde vergelijking met 
een onbekende minder. Heeft ook deze geen twee onderling 
ondeelbare coëfficiënten, dan wordt dezelfde herleiding herhaald, 
waardoor het aantal onbekenden opnieuw vermindert. Dit wordt 
voortgezet totdat een vergelijking met twee onderling ondeelbare 
coëfficiënten ontstaat }), iets dat stellig bereikt is als het aantal 
onbekenden tot 2 ís afgenomen (daar de G.G.D. van de coëfficiën- 
ten van alle onbekenden steeds 1 blijft). 


691. Is het getal G van n°. 688 een priemgetal, dan is G met 
minstens één der coëfficiënten as, a,,. .. „ An Onderling ondeelbaar, 
zoodat de vergelijking (467) dan ín het ín n°. 687 besproken 
geval verkeert en dus onmiddellijk als een vergelijking met twee 
onbekenden is op te lossen. 

De herleiding van (464) tot een vergelijking met een onbekende 
minder bestaat ín het vervangen van twee onbekenden door één 


1) Voor dat geval is nl. de vergelijking op de in n°. 687 aangegeven 
wijze op te lossen. 
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enkele onbekende (in n°. 688 werden x, en x3 door y vervangen). 
Blijkens het zooeven opgemerkte is het nu aangewezen die twee 
onbekenden zoo mogelijk zoo te kiezen, dat de G.G.D. hunner 
coëfficiënten een priemgetal is. Is dit niet mogelijk, dan is het 
voordeelig dat paar onbekenden te kiezen, waarvoor de G.G.D. 
der bijbehoorende coëfficiënten zoo weinig mogelijk deelers bevat. 


692. Voorbeeld ter toelichting. Ter toelichting diene het 
volgende voorbeeld: 
240x + 140y — 105z + 252Ww + 630v —= 88. (468) 
Hieruit ziet men direct, dat z door 2 deelbaar is. We stellen 
daarom z= 22’, waardoor (468) overgaat in: 
120x + 70y — 1052’ + 126Ww + 315v = 44. (469) 
Hierin zijn geen twee van de coëfficiënten der onbekenden 
onderling ondeelbaar of hebben een priemgetal als G.G.D. Van 
de coëfficiënten 120 en 126 is 6 de G.G.D. We stellen dus: 
120 20m bi 


Ain SATE (470) 
waardoor (469) overgaat in: 
6u + 70y — 1052’ + 315u = 44. (471) 


De coëfficiënten 6 en 70 hebben het priemgetal 2 als G.G.D. 


We stellen dus: 
Okta it 


oP sti (472) 
waardoor (471) overgaat in: 
24 — 1052’ + 31ou = 44. 
Daar 2 en 105 onderling ondeelbaar zijn, schrijven we hiervoor: 
2 — 1052’ = 44 — 315V, (473) 
waarin v willekeurig kan worden aangenomen. Daar f= 53, 
2Z/= 1 een oplossing der vergelijking 24 — 1052’ = 1 is, vindt 
men voor de algemeene oplossing van (473): 
t —= 53(44 — 315v) + 105p, 
z= 44 —315U + 2p. 
Door 
p=p —22+159v 
te stellen gaat dit over in: 
| hein ODP, 
meike 20/5 
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waardoor (472) wordt: 
Oros td LPA (474) 
Dae — 1 een oplossing is van 3u + 35y = 1, is 
de algemeene oplossing van (474): 
u= 12(22 + 105p’) — 35g, 
y=— 22 — 105p/ + 3g, 
Oise denn O0 astellends 
u= 19 — 354’, 
v=—itdp + 3ga: 
Hierdoor gaat (470) over in: 
20x + 21w= 19 — 359’, 
waarvan de algemeene oplossing is: 
venen behan haai ZANG 
w= 19 —35g’ — 20r. 
Dit kan door r=r’ +1 — 2g’ te stellen vereenvoudigd wor- 


den tot: 
KEO le 
Ww= — 1 + 59’ — 20r. 


Voor de algemeene oplossing van (468) vinden we dus (lettend — 


Opo de): 
| eel 0 —1q + 217, 
y=—l ep 
On 6u + Ap’ 
W= — + 5q’ — 207’. 
Door q’=q’+4r te stellen kan dit nog herleid worden tot: 
KE — 7q’— 7r/, 
y=—l Ot odin 210 
oi 6u + Ap’ 
Ww=— | U À 
hetgeen, door // = rr” —gq” te stellen, te vereenvoudigen is tot: 
Nn, ED | — 7r/, 
y=—l Sp :9G el 2, (475) 


Z= 6u + Ap’ ; 
w=—l arte . 
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Hierin kunnen v, p’, q” en r’ willekeurig worden aangenomen Y). 

Dat men inderdaad aan v, p’, q” en r” willekeurige waarden 
toekennen en zoo ook iedere oplossing van (468) verkrijgen kan, 
blijkt uit de nadere beschouwing der gelijkheden, die het verband 
aangeven tusschen p’, q” en rf” en de willekeurig aan te nemen 
getallen Uv, p, q en r. 

In de eerste plaats heeft men: p =p’ — 22 + 159v, volgens 
hetwelk bij ieder stel waarden van p’ en v een stel waarden van 
p en v behoort. Men kan dus p’ en v willekeurig aannemen. 
Omgekeerd behoort bij ieder stel waarden van p en v een stel 
waarden van p’ en v‚, zoodat men door p door p’ — 22 + 159v 
te vervangen geen enkele oplossing buiten beschouwing laat. 

Hetzelfde geldt voor de betrekking q = q’ +7 + 36p’, volgens 
welke bij ieder stel waarden van q’ en p’ een stel waarden van 
q en p/ behoort en omgekeerd. Evenzoo voor de overige der 
betrekkingen: 

p=p—22—+159v, 

re ie ll os 0 

al nt he LEE (476) 
nn enn 

EN a Armen 

Het voorgaande komt hierop neer, dat de gelijkheden (476) 
ons in staat stellen p, q en r te berekenen uit p’, q” en f” en 
omgekeerd (in beide gevallen v gegeven zijnde). We laten het 
aan den lezer over de gelijkheden op te stellen, die p, q en r 
uitdrukken in v, p/, q’ en r/, en de gelijkheden, die p’, q” en 
rin v, p, q en r uitdrukken. 


693. Men kan de vergelijking (469) van n°, 692 eenvoudiger 
oplossen door eerst een particuliere oplossing 
Ke VS ss U == Wij U SU, 
daarvan te bepalen, waarna voor (469) geschreven kan worden: 
120(x— x) +70(y —y) — 105(2/— zj") H126(w— wi) 315(U—U)=0. 


1) Dat v willekeurig kan worden aangenomen, is ook onmiddellijk 
daaruit te voorzien, dat in (468) de G.G.D. der coëfficiënten van x, y, 
zen w gelijk aan l is, dus deelbaar op den bekenden term 88. 


336 


Men heeft dus verder nog de algemeene oplossing te bepalen 

van de zoogenaamde gereduceerde vergelijking 

120x + 70y — 1052’ + 126w + 315u = 0, (477) 
die uit (469) ontstaat door den bekenden term door 0 te vervangen. 
Uit die algemeene oplossing wordt dan de algemeene oplossing 
van (469) gevonden door daarbij de particuliere oplossing van 
(469) op te tellen. 

Om een particuliere oplossing van (469) te vinden merken we 
op, dat de bekende term 44 deelbaar is door den G.G.D. 2 der 
coëfficiënten van Xx, y en w,‚ zoodat de vergelijking oplosbaar 
blijft als z’ = 0 en v = 0 gesteld wordt. Ze gaat daarbij over in: 

60x + 35y + 63W —= 22. (478) 

Om deze vergelijking op te lossen stellen we 

Soy + 63W = 14u, 


ape rte et 
waardoor (478) overgaat in: 
0E ing VE RE 
Hiervan is x= 2, u= — 7 een particuliere oplossing. Dit 
voert tot: 
oy + Ww — — 14, 
waarvan y= — 1, w=— l een particuliere oplossing is. Men 
vindt zoo de volgende particuliere oplossing van (469): 
KD le EOD En 


Om nu de algemeene oplossing der gereduceerde vergelijking 
(477) te bepalen, merken we op, dat daarbij x door 7, y door 8 
en w door 5 deelbaar is. We stellen daarom: 

EN ONE ME 
waardoor (477) (na deeling door 3.5.7) overgaat in: 
Spade Ort: 
Hieruit volgt als algemeene oplossing van (477): 
Kie OV RI me MOL UN 
waarin p, q, r en v willekeurig kunnen worden aangenomen. 

Als algemeene oplossing van (468) vindt men dus (bedenkend, 

dat/2r=: 220115); 


x= Darl D ê 
y=—l + 34 

eden deep de 
W=— | Eil 
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De overeenstemming met den vorm (475) der algemeene oplos- 
sing blijkt gemakkelijk. 


694. Positieve oplossingen eener onbepaalde vergelijking 
met drie of meer onbekenden. Wil men de positieve oplos- 
singen der vergelijking (468) van n°. 692 hebben, dan moet in 
de oplossing (475) v positief worden aangenomen, terwijl p’, q” 
en 7” zoo bepaald moeten worden, dat x, y, z en w positief 
zijn. Men vindt dan in de eerste plaats: 

Aaen Le (479) 

Verder volgt uit de tweede der vergelijkingen (475): 

bpm 2 tl, 
op’ = 9” —12r” +3, 
peop Ar. (480) 

Wegens (479) vindt men zoo positieve waarden voor p/, terwijl, 
daar v positief is, z van zelf positief uitvalt. 

Stelt men : 

end en han (481) 
dan zijn # en j gebonden aan de voorwaarde = 0 (dus aantallen) 
te zijn. Tengevolge van (481) gaat (480) over in: 

Deelt 4j. 
Stelt men: 
p=4+8it Aj tk, (482) 
dan is dus 2 = 0. y 
Voor de oplossing (475) kan nu geschreven worden: 


Sr apen Zj â 
se 2 + 3k 
z= 16 + 12i + 16j + 4k + 6v, 
w= 4 Hi 


(hetgeen men nog iets eenvoudiger uit den in n°. 693 gevonden 
vorm der algemeene oplossing afleidt). Hierin kan men aan ú, 
j en k alle waarden toekennen, die = 0 zijn, en aan v alle 
positieve waarden. 


695. Zijn in de vergelijking (464) a,, as, ... „ An, b natuur- 
lijke getallen en vraagt men naar de oplossingen, waarvoor X,, Xs, 

… Xn alle =0 zijn, dan heeft men het in n°. 377 vermelde 
partitieprobleem. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde, 22 
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Zij b.v. de vergelijking 


6x 10y 152 Ft 20w == 003 (483) 
gegeven. De algemeene oplossing hiervan is: 
Aen 83) î 
y=97 —3p — 3qg — 2w, (484) 
Zend 20 


waarin p‚, q en w willekeurige geheele getallen zijn. 
Voor x en z vindt men waarden = 0 als p en q beide = 0 
zijn. Uit de tweede der vergelijkingen (484) blijkt verder: 
Ip sg ds 
dpi = 96, 
Pk ESS 
Heeft men nu p en q zoo aangenomen, dat hieraan voldaan 
is, dan kan men aan w nog 
Be ce ete mel N 
2 / 
waarden toekennen, die = 0 zijn en waarvoor y = 0 is. Daar 
men voor een bepaalde waarde m van p + gq de getallen p en q 
op ml manieren kiezen kan (daar p een der getallen 0, 1, 
DRO ML 19),avindie mers voor hemaantolsoplOssinoensien 
vergelijking (483), die van de beschouwde soort zijn: 

2) 96 93 6 8 
Dele ele aje tse Ea 
—=1.49H2.48H3.46 44.45 + 5.48H..….t31.4H32.3 33.1 = 

vel 208 Tr 2090 TITO ER OEE eere ra AO OAN 


2 
p3(133 2.828 20 ne SOM (IE OD SEN 
e 5 se 
_O1H2H3+…… +33) (2.13.24. H33.32) (135.33) 
: 5 en 
k 99133 17 NBD VA ENT TANS ESSELTE 7 EN 
n , De 
A15 — 17). 17 569 — 9673. 


2 


1) Voor de beteekenis van 5] zie n°. 455. 
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Hierbij is de volgende herleiding toegepast: 
DA en A in eg or AEN 5) en 
oh Be od WRS Std AN Bn nd CE EL mn AS WE) an ch Ee 
+(31.32.33 —30.31.32) +(32.33.34—31.32.33)=32.33.54, 
terwijl de sommen 1 +2 +3 +....+33enl +345 +....+ 39 
op de in n°. 640 aangegeven wijze berekend zijn. 


S 2. Kenmerken van deelbaarheid. 


696. Deelbaarheid door een deeler van een term der schaal. 
Zij n een natuurlijk getal, dat geen andere priemfactoren bevat 
dan die, welke ook in het grondtal g van het talstelsel voor- 
komen. Het getal n is dan op een macht van g deelbaar. Zij 
t de exponent van de laagste macht van g, die door n deel- 
baar is. 

Het getal f is gemakkelijk uit de exponenten af te leiden, waar- 
mede de verschillende priemgetallen in rn en in g voorkomen. 
Zijn die exponenten voor het priemgetal p resp. « en , dan is 
„2! door p* deelbaar als 

Aha 
is. De kleinste waarde k van /, waarvoor dit geldt, ís gelijk aan 


als « door @ deelbaar is, 


zals 
6 
EA +1 als « niet door @ deelbaar is !). 


Het getal # ís nu het grootste der getallen k, die bij de ver- 
schillende priemfactoren van n behooren. 


697. Bevat een natuurlijk getal a meer dan é cijfers, dan is: 
rd re TC Ce): (485) 


—Ì 
1) In beide gevallen kan men hiervoor schrijven 2) 1. 


2) Hierin is g het getal, dat uit a ontstaat door de laatste t cijfers 
te schrappen. 

Eenige der eerste cijfers van het getal ct—ict—.... C4C, kunnen nul 
zijn. Ook op deze wijze geraakt men dus van zelf tot getallen, die met 
eenige nullen beginnen (zie n°. 418). 
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Is nu g’ deelbaar door n, dan volgt uit (485), dat a dan en 

alleen dan door n deelbaar is als het getal 
CftCim2 0 ee « CCG 
door n deelbaar is. Hieruit volgt: 

Is n een deeler van g', dan is het in het g-tallig stelsel geschre- 
ven getal a dan en alleen dan door n deelbaar als het getal 
gevormd door de laatste t cijfers van a door n deelbaar is. 

Voor de juistheid dier eigenschap is het niet noodig, dat t de 
kleinste exponent is, waarvoor @ door n deelbaar is. Bij de 
toepassing nemen we echter t zoo klein mogelijk, daar het ken- 
merk dan de grootste vereenvoudiging geeft. 

Blijkens de voorgaande beschouwingen geldt algemeener, dat 
het getal a bij deeling door n dezelfde rest geeft als het getal 
gevormd door de laatste t cijfers van a. 


698. Toepassing op het tientallig stelsel. In het tientallig 
stelsel gaat de eigenschap van n°. 697 in de volgende over: 
Een getal a, geschreven in het tientallig stelsel, is dan en 
alleen dan door 2.5’ deelbaar als het getal gevormd door de 
laatste t cijfers van a door ? .5° deelbaar is; hierin is t het 
grootste der getallen r en s. 
Bij een zelfde getal t behooren 2t + 1 kenmerken van deelbaar- 
heid, nl. door de getallen 
RE len KA On ED 
OA ee det Aen, 


699. Is b.v. rs, dan kan voor 2.5’ geschreven worden: 
re 

Daar men het al of niet deelbaar zijn door 10° onmiddellijk 
daaraan herkent of de laatste s cijfers uitsluitend of niet uitslui- 
tend uit nullen bestaan, heeft men (ín geval van deelbaarheid 
door 10°) nog slechts te onderzoeken of het getal, dat door weg- 
lating der laatste s cijfers (nullen) ontstaat, door 2’ * deelbaar is. 

Daar voor r< s hetzelfde geldt met verwisseling van 2 en 5, 
is in het bijzonder de deelbaarheid door 2! of 5’ van belang. 
Daarvoor luidt de eigenschap van n°. 698: 

In het tientallig stelsel is een getal a dan en alleen dan door. 
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2 of 5 deelbaar als dit het geval is met het getal gevormd 
door de laatste t cijfers van a. 

Algemeener geldt weer, dat het getal a bij deeling door 2! of 
5t dezelfde rest geeft als het getal gevormd door de laatste t 
cijfers van a. 


700. Deelbaarheid door een getal niet deelbaar op een 
term der schaal. We beschouwen nu de deelbaarheid door een 
getal „, dat nog andere priemfactoren bevat dan die, welke ín 
het grondtal g voorkomen. Voor het getal n kan dan geschreven 
worden: 

MEN e, 
waarin n, de priemfactoren van n bevat (en wel met denzelfden 
exponent), die niet in het grondtal g voorkomen, en n‚ de priem- 
factoren van n, die wel in g voorkomen. De getallen n, en 7 
zijn dan onderling ondeelbaar, evenals g en 7, terwijl n, een 
deeler van een macht van g is. 


701. Wegens de onderlinge ondeelbaarheid van n, en # ís 
een getal a dan en alleen dan door nn, deelbaar als het zoowel 
door n, als door n, deelbaar is (zie de eigenschap van n°. 186). 
Daar men voor de deelbaarheid door 1, het kenmerk van n?°. 
697 heeft, behoeft nog slechts naar een kenmerk van deelbaar- 
heid door n, gezocht te worden, dus naar kenmerken van deel- 
baarheid door getallen, die onderling ondeelbaar zijn met het 
grondtal. 


702. Samengestelde kenmerken van deelbaarheid. Heeft 
men kenmerken van deelbaarheid door de getallen n,, ns, ….… 
Ap, die twee aan twee onderling ondeelbaar zijn, dan heeft men 
daardoor ook een kenmerk van deelbaarheid door het product 
Ils .… Np. Een getal is nl. dan en alleen dan door n‚ns .... ne 
deelbaar is als aan de kenmerken van deelbaarheid door n,, na, 

… Arp alle voldaan is (zie de eigenschap van n°. 187). Dit 
kenmerk van deelbaarheid, dat niets anders is dan een combi- 
natie van andere kenmerken, wordt wel een samengesteld kenmerk 
van deelbaarheid genoemd. 
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703. Is 
n= pPiPs-...Pi 
waarin pj, Ps, ... … Pr Verschillende priemgetallen zijn, dan zijn 
de getallen 
Pis P3 «+ > Pit 


twee aan twee onderling ondeelbaar. In verband met het in n°. 
702 opgemerkte blijkt hieruit, dat men slechts behoefte heeft aan 
kenmerken van deelbaarheid door machten van priemgetallen; 
hieronder zijn ook de priemgetallen zelf begrepen (als eerste 
machten van priemgetallen). 


704. Deelbaarheid door een deeler van g— 1. Een zeer 
eenvoudig kenmerk van deelbaarheid verkrijgt men als de be- 
schouwde deeler n een deeler van g — l is (waarin weer g het 
grondtal voorstelt). Men heeft dan: 

el Ut; 
mEt ie Ln Een al 
De laatste gelijkheid is te schrijven als: 
ge” ik UN, 
waarbij v, = v is. Volgens de gelijkheid (258) van n°. 412 geldt 


dan voor het getal a = CmCm—1 +... CaC1Co: 
a= (Cm Umm + Cm1Um—1 Ei asten nú C3Ug na cv)n e= 
et Enten 0e he El Ca (486) 


Hieruit leest men af: 

Een getal in het g-tallig stelsel is dan en alleen dan door een 
deeler n van g— l deelbaar als de som zijner cijfers door n 
deelbaar is. 

Voor het tientallig stelsel zegt deze eigenschap, dat een getal 
door 3 of door 9 deelbaar is dan en alleen dan als de som 
zijner cijfers door 3 resp. 9 deelbaar is *). 


1) De kenmerken van deelbaarheid door 2 en door 5 uit het laatste 
cijfer (bijzonder geval der eigenschap van n°. 699, nl. f= 1) en die 
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705. Is bij toepassing van het kenmerk van n°. 704 de som 
der cijfers een groot getal, dan kan men op die som hetzelfde 
kenmerk opnieuw toepassen. 

Eenvoudiger ís het echter bij de vorming van de som der 
cijfers, hetgeen op eenige optellingen van telkens twee getallen 
neerkomt, steeds de som met een veelvoud van zn te verminderen 
zoodra die grooter dan n geworden ís *). Hierbij kan men ook 
van negatieve getallen gebruik maken als daardoor de absolute 
waarde der som nog verder verkleind wordt. Het spreekt van 
zelf, dat de door n deelbare cijfers van het te onderzoeken getal 
geheel buiten beschouwing gelaten kunnen worden. 


706. Zooals gemakkelijk is na te gaan, wordt ieder der som- 
men (van twee getallen), die voor de toepassing van het ken- 
merk van n°. 704 berekend moeten worden, met een veelvoud 
van # verminderd als men zulk een som door de som harer 
cijfers vervangt (zie ook n®. 710). Hierdoor blijven de getallen, 
die moeten worden opgeteld, uit één cijfer bestaan, terwijl de 
som van twee zulke getallen hoogstens twee cijfers bevat (waar- 
van het eerste 1 is). 

Is n=g—l, dan worden daardoor die sommen zoo veel 
mogelijk verkleind (afgezien van verkleining door middel van 
negatieve getallen) als men nog zulk een som door nul vervangt 
als ze de waarde 2 — 1 aanneemt. 


707. Als voorbeeld nemen we de deelbaarheid van het (deka- 
dische) getal 739602585 door 9. 


door 3 en door 9 uit de som der cijfers (ook wel gewicht genoemd) 
komen voor in het in 1202 verschenen werk „Liber Abaci’”’ van LEONARDO 
VAN Prsa (geb. 1175), zich ook noemende Firrus BoNaccm (samenge- 
trokken tot FiBonacc). Genoemd werk heeft voor goed ons tegen- 
woordig cijfersysteem in het Christelijke Europa ingevoerd. 

We merken verder nog op, dat Srirer in zijn „Arithmetica Integra” 
(zie de noot van blz. 159) kenmerken van deelbaarheid voor alle deelers 
tot en met 10 geeft. 

1) Ook kan men telkens de verkregen som, zoodra die uit twee 
cijfers komt te bestaan, door de som dier cijfers vervangen (zie n°. 706). 
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1739602585 
3 
10, 1 

De achter de sommen 10, 9 
en 13 geplaatste getallen 1, 0, 
4 zijn daaruit door vermindering 
met 9 (dus bij 10 en 13 door 
vorming van de som der cijfers) 
ontstaan. De berekening kan 
natuurlijk gemakkelijk uit het 
hoofd worden uitgevoerd. 


© AD 
loan 


_ 


—— 
OT 


Ook kan men met voordeel cijfergroepen, die een door 9 
deelbare som opleveren, zooals de cijfergroep 585 uit boven- 
staand voorbeeld, weglaten. 


708. Proeven op vermenigvuldigingen en deelingen. Kan 
men van groote getallen gemakkelijk de rest der deeling door 
een getal n bepalen, dan heeft men daarin een contrôlemiddel 
op de vermenigvuldiging van groote getallen. Heeft men nl: 


DE de LE 
nn kk 
dan is: 
ab = rs + (rw + sv + vwn)n, 


zoodat men heeft: 

De rest der deeling van het product ab door n is dezelfde als 
die van het product der resten van a en b bij deeling door n. 

De contrôle op de vermenigvuldiging ab, die de n-proef ge- 
noemd wordt, bestaat nu daarin, dat van de getallen a en 5 en van 
het te controleeren product de resten der deeling door n bepaald 
worden, waarna van het product der resten van a en b de rest 
gevormd wordt en geconstateerd, dat die met de rest van het 
gevonden product overeenstemt. 


709. Ook bij een (opgaande of niet opgaande) deeling kan 
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men een soortgelijke proef toepassen. Heeft men nl. als resul- 
taat der deeling van a door b gevonden: 
Hivlintë 
dan bestaat de contrôle daarin, dat de rest der deeling van a 
door n rechtstreeks te bepalen ís en ook door middel van de 
resten van b en de berekende getallen g en r (door het product 
der resten van b en g met de rest van r te vermeerderen en de 
rest van de som dier resten te vormen). 


710. De (g — I)-proef, in het bijzonder de negenproef. Een 
zeer bruikbaar contrôlemiddel van de in n°. 708 en 709 bespro- 
ken soort krijgt men door n = g— l te nemen, in welk geval 
men van de (g — /)-proef spreken kan. Uit de gelijkheid (486) 
van nê. 704 volgt nl.: 

De rest der deeling van een in het g-tallig stelsel geschreven 
getal a door g —l is dezelfde als de rest der deeling van de 
som der cijfers van a door eg — Ì. 

Natuurlijk geldt hetzelfde ook voor iederen deeler van 2 — |. 


711. Heeft men nu, onder toepassing van de laatste eigen- 
schap, op de beide in n°. 708 genoemde manieren de rest der 
deeling van ab door g — 1 bepaald en blijkt het gevonden pro- 
duct tegen deze contrôle bestand, dan ís dit een sterke aanwij- 
ziging, dat bij het vermenigvuldigen geen fout gemaakt is. Immers 
ieder cijfer van het gevonden product heeft invloed op de rest 
daarvan bij deeling door g — 1, zoodat het alleen nog mogelijk 
zou zijn, dat er een fout gemaakt is, die juist een (g — 1)-voud 
bedraagt, of twee fouten, die elkaars invloed op de rest juist 
opheffen. Dezelfde opmerking geldt natuurlijk voor de contrôle 
op een deeling (zie n°. 709). 

Blijkens de aan het eind van n°. 710 gemaakte opmerking kan 
men in het voorgaande eg — 1 door een echten deeler van g — 1 
vervangen. Het ís echter duidelijk, dat de contrôle het scherpst 
is als de resten der deeling door g — 1, en niet die bij deeling 
door een echten deeler van g — Ì, beschouwd worden. 


712. Voor het tientallig stelsel wordt de in n°. 711 besproken 
contrôle de negenproef. Een soortgelijke contrôle kan natuurlijk 
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ook bij optelling van meerdere getallen worden toegepast, maar 
dan is de contrôle niet veel korter dan de optelling zelf. Het 
is dan meer afdoende de optelling nog eens in omgekeerde Volg 
orde uit te voeren. 

Een bijzonder geval van de negenproef bij de vermenigvuldi- 
ging ab heeft men als a of b door-9 deelbaar is, terwijl een 
ander bijzonder geval is, dat a en b beide door 3 deelbaar zijn. 
In beide gevallen is dan ab door 9 deelbaar. 


713. Als voorbeeld van het laatstgenoemde bijzondere geval 

nemen we de in n®. 451 —453 besproken vermenigvuldiging 
7269 X 4381508 = 3136631652, 

waarbij beide factoren door 3 deelbaar zijn en dus de proef 

daarin bestaat, dat het product door 9 deelbaar is. 

Een voorbeeld van het algemeene geval der negenproef is 

6512 X 84373 = 549436976; 
de resten der deeling van beide factoren door 9 zijn 5 en 7, 
zoodat voor het product de rest dezelfde is als voor 5.7, dus 
8; inderdaad levert het gevonden product een rest 8. 

Een voorbeeld ín het zeventallig stelsel (waarbij men van de 
zesproef kan spreken) levert de ín n°. 454 genoemde vermenig- 
vuldiging 

6031 X 42352 = 8353114542, 
waarbij de rest der deeling door 6 voor ieder der factoren 4 is, 
dus voor het product dezelfde als voor 4°, dus eveneens 4. 


714. Het heeft weinig zin bij de vermenigvuldiging ab de 
proef toe te passen, die daarin bestaat, dat voor het getal „ van 
n°. 708 een macht van 2 of van 5 genomen wordt (tientallig 
stelsel). Wel is de rest der deeling van een getal door 2 of 
of gemakkelijk te bepalen (zie de opmerking aan het eind van 
n°. 699), maar de uitgeoefende contrôle heeft dan alleen op de 
laatste £ cijfers van het product en niet op de overige cijfers 
betrekking; een fout in een dier overige cijfers is dus nog in 
geenen deele onwaarschijnlijk gemaakt. 


715. Deelbaarheid door een deeler van g' — 1. Is „ een 
deeler van gf — 1, dus gf — l een n-voud, dan is: 
lt, 
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Hieruit volgt op dezelfde wijze als in n°. 704: 
frida Waes P | (487) 
Nu kan voor een getal a geschreven worden: 
dn eN ta A Aen veeare (488) 
Hierin zijn 
AR rt hans A TE (489) 
de getallen, die uit a ontstaan door de cijfers van a, rechts 
beginnend, in groepen van ft cijfers te verdeelen; 4, is dus het 
getal gevormd door de laatste t cijfers van a, l, het getal gevormd 
door de t daaraan voorafgaande cijfers (dus het getal coj Coo 
RCA CHC ZE 

Uit (487) en (488) volgt: 

UV get Oe te en Oe 
Plante et ala ete aen 

Hieruit volgt: 

Een getal a in het g-tallig stelsel is dan en alleen dan door 
een deeler n van gt — 1 deelbaar als de som der getallen (489), 
die ontstaan door de cijfers van a in groepen van t cijfers te 
verdeelen (rechts beginnend), door n deelbaar is *). 

Tevens blijkt, dat de som der genoemde getallen dezelfde rest 
bij deeling door n oplevert als het getal a. Hieruit kan men 
natuurlijk een soortgelijke vermenigvuldigingsproef afleiden als 
de in n°. 710—713 besprokene. 


716. Voor ieder getal n, dat onderling ondeelbaar is met het 
grondtal g, is een kenmerk van deelbaarheid van de in n°. 715 
besproken soort aan te geven. Immers volgens de stelling van 
Eurer (zie n®. 390), of nog beter volgens de eigenschap van n°. 
389, is er stellig een getal #, waarvoor gf — 1 door n deelbaar is. 

Natuurlijk neemt men het getal t zoo klein als maar met deze 
deelbaarheid is overeen te brengen, daar het kenmerk daardoor 
het eenvoudigst wordt. 

Overeenkomstig het in n°. 703 opgemerkte kan men zich 
beperken tot het geval, dat n een macht van een priemgetal is. 


1) Voor t= 1 is dit de eigenschap van n°. 704. 


dn 
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717. Als voorbeeld van een kenmerk van deelbaarheid in een 
ander talstelsel dan het tientallige noemen we: 

In het zeventallig stelsel is een getal a dan en alleen dan door 
2*— 22 deelbaar als de som der getallen, die men krijgt door de 
cijfers van a in paren te verdeelen (rechts beginnend), door 24 
deelbaar is. 

Immers 7° — 1 ís door 2* deelbaar. 

Op de volgende wijze blijkt dus, dat (steeds in het zeventallig 


“_ stelsel) 
243231 01 door 2 = 22 deelbaar is. 
31 
32 
24 
121 = 4.22 


718. Toepassing op het tientallig stelsel. Om in het tien- 
tallig stelsel te onderzoeken voor welke priemgetallen (of machten 
van priemgetallen) een bepaalde waarde van t een deelbaarheids- 
kenmerk van de in n®. 715 beschouwde soort levert, hebben we 
10! — 1 ín priemfactoren te ontbinden. Hierbij heeft men natuur- 
lijk alleen op die deelers te letten, die niet reeds voor een 
kleinere waarde van £ op 10f — 1 deelbaar zijn. 

Nu heeft men de volgende ontbindingen in priemfactoren: 
10 —1 = 8%, 
10? —1 =(10—1) (10 +1) =3°. 11, 
Fost (101) (IO AclO tje 34011 35.37, 
Nen Le (MORE IN Ors I= ti LADE 
10° — 1 = (10 —1(104+103+10?101)=32.11111=32.41.271, 
Oe LOS 1 B STO 3 7-1 rl Hos 
JOEL =38 MIT =-3*, 2397. 4649; 
108 — 1 =(104— 1)(10*+1) =3?.11.101.10001 =3°.11.73. 101.137, 
109 — 1 =(105— 1) (106 +10 +1) =3%.37. 1001001 =3*.37 . 333667, 
101 =(108—1)(10+1) =3°.41 .271. 100001 =3°.11.41.271. 9091. 


Bij deze ontbindingen kan men er met groot voordeel van 
gebruik maken, dat iedere priemfactor van 10° — 1, die voor 
t! <t niet deelbaar is op 10’ — 1, van den vorm tu + Ì is (zie 
de opmerking aan het eind van n°, 735). 
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Blijkens het voorgaande levert 


| 


omn 
| 
ORO Or ORD 


bs 


kenmerken 


van deelbaarheid door 3 en door 9, 


een kenmerk van deelbaarheid door 11, 


kenmerken 


van deelbaarheid door 27 en door 37, 


een kenmerk van deelbaarheid door 101, 


kenmerken 
kenmerken 
kenmerken 
kenmerken 
kenmerken 


van deelbaarheid door 41 en door 271, 
van deelbaarheid door 7 en door 13, 
van deelbaarheid door 239 en 4649, 
van deelbaarheid door 78 en 137, 

van deelbaarheid door 81 en 3833667, 


een kenmerk van deelbaarheid door 9091. 
Voor een kenmerk van deelbaarheid door 


heeft men resp. 
Alb, TS WZI 20715 ZIENLO MAD PII OO, HOUS IAN OEL 


(GS LeMens): 


1fsel9,28,29 F1 EAS AT ADI RO PO LENERS 


Evenwel heeft het gevonden kenmerk alleen voor 


kleine waarden van f eenige practische bruikbaarheid. 


719. We laten hier (eveneens in het tientallig stelsel) enkele 
voorbeelden volgen: 


7 02 79 deelbaar door 11. 


Je 
je 


OO EL 


1 841 786 deelbaar door 37. 


841 


GEST 


949 06178 55874 deelbaar door 271. 


6178 
BIES 
62601 — 231 . 271 


1) Zie verder de tafel van n°. 747. 
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Bij het tweede voorbeeld is op de som der in de eigenschap 
van n®. 715 genoemde getallen hetzelfde deelbaarheidskenmerk 
nog eens toegepast. 


720. Deelbaarheid door een deeler van g' +1. Is 7 een 

deeler van gf + 1, dan is: 
g=un—-l, 
Se 2 NE Te van te 1e 

Hieruit volgt verder (zie n°. 704): 

Zr — Vonn + 1, 
gektDt = vopin — 1, 
hetgeen men samen kan vatten tot 
ORO le 

Schrijft men een getal a in den vorm (488), waarin /,, l, ... „ 

taderin.n°. 715 aangegeven beteekenis hebben, dan is dus: 
Aa Ende nl an 
ne oan ne bd B PE (490) 

Hieruit leest men af: 

Een getal a in het g-tallig stelsel is dan en alleen dan door 
een deeler n van g' + 1 deelbaar als de som der getallen l, 
— Lb, be, — ds. (— 1) la (of, wat op hetzelfde neerkomt, het 
verschil van de som der getallen Ll, Ll, l‚, enz. en die der getal- 
PERRE eNernz door 1 deelbaarstse Hierin=zijn inh, les de, 
enz, de getallen, die ontstaan door de cijfers van a in groepen 
van t cijfers te verdeelen, rechts beginnend. 

Men neemt het getal £ (bij gegeven 7) natuurlijk weer zoo 
klein mogelijk. 


721. In het tientallig stelsel levert de eigenschap van n®. 720 
voor {== l een kenmerk van deelbaarheid door 11, 
voor f= 2 een kenmerk van deelbaarheid door 101, 
voor {== 3 kenmerken van deelbaarheid door 7 en door 13, 
voor £= 4 kenmerken van deelbaarheid door 78 en door 137, 
voor t= 5 een kenmerk van deelbaarheid door 9091, 
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voor t= 6 een kenmerk van deelbaarheid door 9901, 
voor f == 7 een kenmerk van deelbaarheid door 909091. 
Dit blijkt uit de volgende ontbindingen in priemfactoren: 
ROn Al Ef B B HST 
VOSSEN SLD e S / 
LOR OE 
TOREN LO LOL Otte Nrd OLS OE 
107 + 1 = 11 . 909091. beffen 
Hier volgen een paar voorbeelden: 
468 999 790 987 deelbaar door 7 en door 13. 


790 999 
1258 1986 
1258 
We Stat 
7 31 35 43 56 02 79 deelbaar door 101. 

43 56 

2 35 

76 7 

177 

76 

101 


Bij het laatste voorbeeld is het nog iets eenvoudiger de som 


der getallen 
79, — 2, 56, — 43, 35, — 31, 7 


te bepalen, iets dat gemakkelijk uit het hoofd te doen is. 


722. Voor t= 1 levert de eigenschap van n°. 720 het volgende 
eenvoudige kenmerk van deelbaarheid: 

Een. getal. 4 =S CmCmsts se Citinshetsoballiosisdamendlteen 
dan door een deeler n van g+ 1 deelbaar als de som der cijfers 
zoo men deze om het andere van teeken omkeert (dus het ver- 
schil van de som der cijfers co, Co, C‚‚ enz. en die der cijfers c;, 
C3, Cs, enz.) door n deelbaar is. 

Dit kenmerk, dat in het tientallig stelsel slechts het kenmerk 
van deelbaarheid door 11 levert, is zonder moeite uit het hoofd 
toe te passen. | 


723. Vergelijking der kenmerken van n°. 715 en 720. Daar 
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een deeler van g + 1 ook een deeler van (g+ 1) (g — 1) = 2? — 1 
is, kan in het in n°. 722 beschouwde geval ook het kenmerk 
van n°. 715 voor t= 2 worden toegepast, hetgeen echter minder 
eenvoudig is. 

Ook in andere gevallen kan het kenmerk van n°. 715 met 
voordeel door dat van n°. 720 worden vervangen. Daarvoor is 
blijkbaar noodig, dat het getal t van n°. 715 even is. Voor t = 2’ 
is dan 

ee Atl); (491) 
zoodat de deelbaarheid van g' — 1 door n in het deelbaar zijn 
van 2” + 1 door n bestaan kan. 

Uit de omstandigheid, dat t even moet zijn, blijkt dat het ken- 
merk van n°. 720 niet voor iederen deeler van toepassing is. Zoo 
kan b.v. dit kenmerk ín het tientallig stelsel niet worden toege- 
DES OA A ROAN Ll On Sl (ziens 418) 
Echter kan dit, behalve voor de reeds in n°. 721 genoemde dee- 
lers, wel voor | 

enkele, ordo, 40459019789 97, 
waarbij men resp. heeft: 

ie ee TA EE EA PAS SS VDE 
(zie n°. 724 en de tafel van n°. 747). 


724. Overeenkomstig het in n®. 703 opgemerkte kunnen we 
ons beperken tot deelbaarheid door een getal n, dat een macht 
van een priemgetal p is. Is p > 2 en het eerste lid van (491) 
door n deelbaar, dan is òf de eerste factor òf de tweede factor 
van het tweede lid door n deelbaar; immers uit 

(HI) (gf — Ie 2 (492) 
blijkt, dat de priemfactor p slechts in een der beide factoren kan 
voorkomen. 

Het geval, dat gf — 1 door n deelbaar is, kan buiten beschou- 
wing blijven, daar ondersteld wordt, dat £= 2# de kleinste expo- 
nent is, waarvoor gf — 1 door n deelbaar ís (zie n°. 716). Over 
blijft dus slechts het geval, dat g“ + 1 door n deelbaar is, het- 
geen beteekent, dat het kenmerk van n°. 720 van toepassing is. 
Dit geeft de vereenvoudiging, dat de getallen l,, Lb, l, enz., die 
door het in groepen splitsen der cijfers van a ontstaan, minder 
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cijfers bevatten (t in plaats van 24 cijfers). Dit weegt ruim- 
schoots op tegen de omstandigheid, dat men nu niet zonder 
meer de som der getallen /, Ll, l,, enz. te vormen heeft, maar 
deze getallen eerst om het andere van teeken moet veranderen. 


725. Blijkens het voorgaande heeft het bij de quaestie van 

deelbaarheid door een getal n, dat een macht van een priem- 
getal p is, alleen dan zin het kenmerk van n°. 715 voor een 
even waarde van t toe te passen als p=?2 is. Uit de deel- 
baarheid van gf — 1 door n ziet men verder, dat daarvoor het 
grondtal g oneven moet zijn. 
__In dat geval bevatten, blijkens (492), beide factoren van het 
tweede lid van (491) den priemfactor 2, zoodat men nu niet kan 
besluiten, dat g” + 1 door n deelbaar ís. Is „ de hoogste macht 
van 2, die op g‘ — 1 deelbaar is, dan kan men zelfs besluiten, 
dat eg” +1 niet door n deelbaar is 4). 

Zoo is b.v. 7? — 1 door 2* deelbaar, terwijl dit noch met, 
7 — 1, noch met 7 +1 het geval is. Het in n°. 717 genoemde 
kenmerk van deelbaarheid door 2* in het zeventallig stelsel laat 
zich dus niet met behulp van de eigenschap van n°. 720 vereen- 
voudigen. 


726. Bij kenmerken van deelbaarheid door andere getallen 
dan machten van priemgetallen kan het ook bij even grondtal 
g voorkomen, dat een kenmerk van deelbaarheid van de in nf. 
715 beschouwde soort niet door toepassing van de eigenschap 
van nê. 720 te vereenvoudigen is. 

Zoo is het getal 10° — 1 door 21 deelbaar (tientallig stelsel), 
zooals onmiddellijk daaruit blijkt, dat het volgens de stelling van 
FERMAT (zie n°. 385) zoowel door 3 als door 7 deelbaar is; tevens 


1) Is 2* de hoogste macht van 2, die op zi — 1 deelbaar is, dan 


is'gf — 1 door 22! en gf + 1 door 2 (en geen hoogere macht van 
2) deelbaar of omgekeerd. Is dus n een macht van 2, maar niet de 


hoogste macht van 2, die op zen deelbaar is, dan is gf — 1 
of gf + 1 door n deelbaar; is dan bovendien t = 2’ de kleinste waarde 


van f, waarvoor gf — 1 door n deelbaar is, dan is et + 1 door xn 
deelbaar. 
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is 6 de kleinste waarde van f, waarvoor 10’ — 1 door 21 deel- 
baar is. Evenwel is 10% +1 niet door 21 deelbaar (wel door 7, 
maar niet door 3). Wel ís nu natuurlijk het uit de eigenschap 
van n®. 715 voor {== 6 voortvloeiende kenmerk te vereenvoudigen 
door de kenmerken van deelbaarheid door 8 en door 7 afzon- 
derlijk toe te passen (zie n°. 702). 


727. Eliproef. Uit de gelijkheid (490) van n°. 720 leest men 
tevens af: 

De rest der deeling van een in het g-tallig stelsel geschreven 
getal a door een deeler n van g' + 1 verschilt een n-voud van 
de som der getallen Ll, —l, be, — ls, .…-…, waarin Ll, b, bo, be, 
enz. de getallen zijn, die ontstaan door de cijfers van a in groe- 
pen van t cijfers te verdeelen, rechts beginnend. | 

Voor t£= 1 luidt dit in het bijzonder: 


OVERES LER LECIO OOI ELNOELLL Nm Cels te Cra OU 
deeling door een deeler n van g+ 1 verschilt een n-voud van 
af nml en A ent Vn me Ka zl Gn Dd (493) 


Het getal (493) kan ook worden aangeduid als de som der 
cijfers van even rang (zie n°. 415) verminderd met de som der 
cijfers van oneven rang. 


728. De eigenschappen van n®. 727 kunnen weer gebezigd 
worden ter controleering van groote vermenigvuldigingen en 
deelingen (zie n°. 708 en 709). Om de contrôle niet te gecom- 
pliceerd te maken neemt men voor het getal n een deeler van 
g+ 1, waarbij dan de contrôle het scherpst wordt als men n = g + 1 
neemt. 

Daar g + 1, onverschillig wat g is (mits natuurlijk > 1), in het 
g-tallig stelsel als 11 wordt geschreven, kan men van de //-proef 
spreken (e/fproef in het tientallig stelsel). 

Bij het toepassen van de 1l-proef levert het voordeel op ook 
met negatieve resten te werken als de rest daardoor in absolute 
waarde kleiner wordt (vergelijk n°. 665). Zoo neemt men (in 
het tientallig stelsel) voor de rest der deeling van 4376 door 11 
niet 9, maar liever — 2. Een soortgelijke opmerking geldt 
natuurlijk ook voor de negenproef (zie n°. 710—712), maar hier 
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in sterkere mate doordat de berekening van het getal (493) allicht 
van zelf tot negatieve getallen voert. 


729. Als voorbeeld in het tientallig stelsel nemen we de ver- 
menigvuldiging 
58942 . 78343231 —= 4617706721602. 
Voor 58942 verschilt de rest der deeling door 11 een 11-voud 


van 
249854 


en voor 78343231 een 11l-voud van 


1-32-3438 7e. 
De rest der deeling van het product door 11 verschilt dus een 
1l-voud van 4. (— 1) = —4. De contrôle is nu: 


24612767647, 
hetgeen inderdaad een 1l-voud van — 4 verschilt. 
Is de uitkomst bovendien tegen de negenproef bestand, dan is 
de juistheid der berekening buitengewoon waarschijnlijk, mits 
natuurlijk over het algemeen accuraat gerekend wordt. 


730. Periode van resten. Zij n een met g onderling ondeel- 
baar getal dat > l is. We beschouwen nu de resten van g, 
2°, g°, enz. bij deeling door n. Deze resten noemen we resp. 
fisher less CHZIRZOO ARRA: 

irl n ve HAL (494) 

Geen dier resten is nul, dus O < rz ze n. Immers n is onder- 
ling ondeelbaar met g*, dus (wegens n > 1) niet deelbaar op 2”. 

Men kan de gelijkheid (494) ook volhouden voor & = 0, in 
welksgevalsgs 0 enen nenRlS: 


731. Is g/ een getal, dat een n-voud van g verschilt, dan ver- 
schilt ook g'* een n-voud van g*, daar g’*— g* door £/ —g 
deelbaar ís. Hieruit volgt, dat g'* en g* bij deeling door n 
dezelfde rest opleveren. | 

De opvolgende machten van twee getallen leveren dus bij deeling 
door n dezelfde resten als die getallen een n-voud verschillen. Ook 
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is dit het eenige geval, waarbij dezelfde resten optreden, daar uit 
de gelijkheid der eerste resten (die van g en £/ bij deeling door 
n) reeds volgt, dat g en 2’ een n-voud verschillen. 

Wel ís het natuurlijk mogelijk, dat sommige resten gelijk zijn 
zonder dat g en 2’ een veelvoud van zn verschillen. Zoo zijn 
b.v. de tweede resten gelijk als g’* — g° een n-voud is, waaruit 
echter nog volstrekt niet volgt, dat 2’ — g een n-voud is. 


1320 Uit 
Peen eri 


volgt in verband met (494): 


Z(Ge NH Fe) = Gar NH Fran 
Eren = (Qrear — ZGN + Frar 

Hieruit ziet men, dat g**! dezelfde rest bij deeling door n 
oplevert als gr. Dit geeft een vereenvoudiging in het berekenen 
der opvolgende resten; iedere gevonden rest wordt met g ver- 
menigvuldigd en door n gedeeld. 

Wanneer (zooals bij de toepassing in n°. 736 en 737)g het 
grondtal van het talstelsel is, geschiedt de vermenigvuldiging met 
g eenvoudig door achterplaatsing van het cijfer 0. 


733. Volgens de stelling van Eurrr (zie n°. 390), of de eigen- 
schap van n®. 389, zal men bij het berekenen der resten r,, rs, 
F3, enz. eindelijk een rest 1 verkrijgen. Zij dit voor het eerst 
met 7, het geval; f is dan het kleinste getal, waarvoor g — Ì 
door n deelbaar is. 

Uit (494) volgt dan: 

En Ba REE N= 
= (iQ + Que + qe) + Fr, 
waaruit men afleest: 


fie SI). 
Men heeft dus: 


AE = lj Ft+2 = Fo, l1+3 = Ig, . 


1) Wegens r, = 1 (zie n®. 730) geldt dit ook voor k —= 0. 
Opgemerkt zij nog, dat rip = rp ook is af te lezen uit: 
“tige ont dir at mask 
daar gf — 1 door n deelbaar is, geldt dus hetzelfde voor gi+# — gt. 
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zoodat de resten | 

LOL Ee LEERT Sed (495) 
periodiek (d.w.z. in dezelfde volgorde) een onbepaald aantal 
malen terugkeeren; ook zegt men, dat de resten repeteeren. De 
rij resten (495) wordt de perfode van resten of de restenperiode 
genoemd. 

Het repeteeren der resten blijkt ook uit het in n°. 732 opge- 
merkte, volgens hetwelk iedere rest uit de voorafgaande rest kan 
worden afgeleid; keert dus een zekere rest terug, dan keeren ook 
de daarop volgende resten in dezelfde volgorde terug. 


734. Nadere beschouwing der restenperiode. De resten 
(495), die in een periode voorkomen, zijn alle verschillend. Had 
men nl: 

freie en ad) 


dan was volgens (494): 


gt sing BI 
leemten Uli 
Daar g en n onderling ondeelbaar ondersteld zijn, zou hieruit 
volgen, dat 
erom mj | 
door n deelbaar, dus r‚_» = l is. Dit is echter, wegens / — k <t, 
in strijd daarmede, dat r,‚ de eerste rest 1 is (van de rest r, 
natuurlijk afgezien). 


735. Is, als in het voorgaande, t het aantal resten van een 
periode, dan zijn 
Tt, Vort, Fat, 
de eenige resten, die 1 zijn. Daar nu volgens de eerste eigen- 
schap van n°. 389 
Io =ol 
is (waarin v de daar aangegeven beteekenis heeft), is v een veel- 
voud van f, dus t een deeler van v. We vinden dus: 
Het aantal in een periode voorkomende resten bij deeling door 
nn Pr ane 
is een deeler van K,‚ waarin K het KGV. is van de getallen 


d 


dek dg "4 —l 
pT erpen pe Iet ande SES 
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hierin zijn p‚, Ps, ... „Pr de verschillende priemfactoren van n *). 

Is n een priemgetal, dan is dus het aantal resten eener periode 
een deeler van n —l; m.a.w. is t het kleinste getal, waar- 
voor gf — l door n deelbaar is, dan is t een deeler van „ — 1, 
dus 7 van den vorm fu + Ì. 


736. Kenmerk van deelbaarheid met de periode van resten. 
Is g het grondtal van het talstelsel, dan kan men uit de periode 
der resten, die bij deeling van g, 2° 2? enz. door het met g 
onderling ondeelbare getal 7 CDUSCEL een kenmerk van deel- 
baarheid door „ afleiden. 

Voor het getal 

dn Cn Creidee sen Cal Gp (496) 
kan nl. volgens (494) geschreven worden: 
a= (q,C, + 9aCs + A3Cg H.H mm) + 
Cr L Crane KeGa keker Cts 

Hieruit blijkt, dat de rest der deeling van a door n dezelfde 

is als de rest der deeling van 
Erdee ate rrnat te entire Ln (497) 
door n. 


737. Uit het in n°. 736 gevondene volgt in het bijzonder: 

Een getal a in het g-tallig stelsel is dan en alleen dan door 
n deelbaar als het getal (497), dat verkregen wordt door de 
CRIBS IC Orsel sen Cm Va a (dus-rechtsbeoinnend) resp. met 
de getallen 

VE ate leer (498) 

te vermenigvuldigen, door n deelbaar is. Hierin is r; de rest 
der deeling van @/ door n, terwijl g en n onderling ondeelbaar 
ondersteld zijn *). 

Dit kenmerk van deelbaarheid is natuurlijk alleen dan eenigs- 
zins bruikbaar als het aantal t der in een periode voorkomende 
resten klein is, daar dan van de resten (498) slechts enkele bere- 


1) Is „ een 8-voud, dan kan met voordeel de tweede eigenschap 
van n°. 389 worden toegepast. 

2) Dit kenmerk van deelbaarheid, uitgesproken voor het tientallig 
stelsel, treft men aan bij PAscaL. 
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kend behoeven te worden, terwijl de overige daaruit dan door 
herhaling volgen. 


738. Als voorbeeld nemen we in het tientallig stelsel de ken- 
merken van deelbaarheid door 7 en door 13. Het aantal resten 
eener periode is een deeler van 6 resp. 12 (zie n°. 735). In 
beide gevallen blijkt dit aantal 6 te zijn. 

Voor n =7 is de periode van resten: 

5 FA she laf | 
en voor n= 13: 

10, 9, 12,-3, 45 15 
zooals uit de volgende deelingen blijkt: 


Zet 13 /10 
[7 Lo 
30 100 
28 91 
20 90 
14 78 
60 120 
56 17 
40 _ 30 
35 26 
50 40 
49 39 
NJ. ef) 


De toepassing der hieruit voortvloeiende kenmerken op het 
eerste voorbeeld van n°. 721 laten we aan den lezer over. De 
berekening kan uit het hoofd worden uitgevoerd en is te ver- 
eenvoudigen door telkens resp. veelvouden van 7 en 13 weg te 
laten. Bij de quaestie van deelbaarheid door 7 kan men dus de 
cijfers 7, 8 en 9 resp. door 0, 1 en 2 vervangen. 


739. Vereenvoudiging van het kenmerk met de periode 
van resten. Men kan het uit de periode der resten voortvloeiende 
deelbaarheidskenmerk vereenvoudigen door ook negatieve resten 
toe te laten. Zulk een negatieve rest wordt dan ingevoerd als deze 
in absolute waarde kleiner is dan de oorspronkelijke (positieve) 
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rest. Dit komt hierop neer, dat de gelijkheid (494) van n°. 730 
vervangen wordt door: 

Zg = (qr + In — re, 
hetgeen voordeel oplevert als 7,’ = n — re < rp, dus 2rp > n is 
(vergelijk n°. 665). 


740. Als voorbeeld nemen we in het tientallig stelsel het ken- 
merk van deelbaarheid door 27. Daarvoor is de restenperiode 


10191 
welke resten men met voordeel door 
10, — 8, 1. 


vervangt. Het door (496) voorgestelde getal a (zie n°. 736) ís 
dus door 27 deelbaar als dit het geval is met 
Chal OCR AC PE Orie LOC OCE OER vk 
dus met 
Gier SCH CiCp SCT nb n 
Men verdeelt dus de cijfers van a, rechts beginnend, in groe- 
pen, die om de andere 2 cijfers en 1 cijfer bevatten, vermenig- 
vuldigt de zoo verkregen getallen om het andere met 1 en — 8 
en telt op. Het getal a is door 27 deelbaar als de zoo verkregen 
som dit is. 
Zoo is 18658724112 door 27 deelbaar, daar 
12—8.1+424—8.7H58—8.6 +18 =0 
door 27 deelbaar is. | 
Een soortgelijk kenmerk van deelbaarheid door 37 krijgt men 
door de resten 10, 26, 1 te vervangen door 


10, — 11, 1. 
De toepassing hiervan op het tweede voorbeeld van n°. 719 
laten we aan den lezer over. 


741. Komt men bij het berekenen der resten op een rest — Ì, 
dan keeren de voorafgaande resten met tegengesteld teeken terug, 
zooals zonder moeite volgt uit de ín n°. 782 besproken wijze, 
waarop iedere rest uit de voorgaande berekend wordt. 

Men kan het bewijs ook aldus inkleeden. Is ry = — Ì, dan is: 


et =gn—l. 
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Hieruit volgt in verband met (494) (zie n®. 730): 

gk = (gn — 1) (gant ra) = 

= (qr + QFr — Ge) — Foy 
zoodat als rest der deeling van gf** door n het getal — fr» geno- 
men kan worden. | 

Krijgt men dus een rest — 1, dan kunnen de volgende resten 

onmiddellijk worden neergeschreven. Het aantal resten der 
periode is dan even. Is omgekeerd dit laatste het geval en boven- 
dien n een macht van een oneven priemgetal (priemgetal > 2), 
dan komt er steeds een rest — l. Is nl. £= 2, dan volgt uit 
de omstandigheid, dat t de kleinste exponent is, waarvoor g' — 1 
door n deelbaar is, dat gf + 1 door n deelbaar is (zie n°. 724), 
dus dat als rest der deeling van g” door n het getal — 1 geno- 
men kan worden. 


742. Het voorgaande vindt men bevestigd aan de voorbeelden 
gd 0) pf Ok ewaaibijn 20 dUSREVENDISH ZIONTE R 
Naar behooren kan men voor de rest r; schrijven — 1. Door 
de resten absoluut zoo klein mogelijk te nemen wordt de resten- 
Perrodenvooren St 

9, 2,-—1, —3, —2, 1 
GVOOLt LS: | 
—d, —4, —1, 8, 4, 1. 

Dat het getal 468999790987 uit het eerste voorbeeld van n°. 

721 door 7 en door 18 deelbaar is, blijkt nu aldus: 


SM nrd ee wed enn dba ne Ae aj Ain 
+ (—1).1+(—3). (—1) + (—2).4=7, 

1.7 +(—3).(—5) + (43.44.74) + 
+ (—3). (—4) + (— 4 (1). (5) 3.642 =117=9. 18. 

Voor n= 7 zijnde: cijfers 6,759 9treSpesdoor SML ROD 
en voor n= 18 de cijfers 8 en 9 resp. door —5 en — 4 ver- 
vangen. Het levert weer voordeel op bij de optelling veelvouden 
van 7 resp. 18 weg te laten. 


743. Tafel van restenperioden. We laten hier voor het tien- 
tallig stelsel een tafel van de perioden der resten volgen bij dee- 
ling door de met 10 onderling ondeelbare getallen beneden 100, 
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die een priemgetal of een macht daarvan zijn, met weglating van 
A0 enol dj. 

De eerste kolom geeft den deeler 7, de tweede kolom het 
aantal f der in de periode voorkomende resten, de derde kolom 
die resten zelf, tot hun absoluut kleinste waarden herleid. Voor 
het geval f even, dus == 2’ is, zijn slechts de eerste f’ resten 
opgenomen, daar de volgende f resten daaruit door teekenom- 
keering worden afgeleid (zie n°. 741). 


Tafel van de perioden der resten voor deelers beneden 100. 


ilk resten. 

7 6 
jans 6 
IA ie16 
19 18 
Pois MP 
2Â 3 
29 | 28 
31 15 

| 

37 3 
41 
43 21 
47 46 
49 42 
53 13 


1) Voor n = 8,9 of 11 verwijzen we naar n°. 750. 
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resten. 


29 —5 

22 — 16 
—_24 —4 
—6 —l 
— 4 2 
— 3 

13 

25 

17 


— 7 
— 13 
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744. Uit een bij een bepaald getal n behoorende rest leidt 
men de volgende rest af door vermenigvuldiging met 10 en dee- 
ling door n. Voor n= 7, 13, 17 of 19 kan men ook met de 
eerste rest r,, dus resp. met 3, — 3, — 7, — 9 vermenigvuldigen, 
hetgeen een kleiner product en daardoor een iets eenvoudiger 
deeling door n oplevert, 

Als een scherpe contrôle op de berekening kan dienen, dat 
men voor t een deeler van (p — Ip“! moet vinden als n = p* is, 
waarin p priem is (zie de eigenschap van n° 735). In alle 
opzichten afdoende is die contrôle echter nog niet. Maakt men 
b.v. voor n = 53 bij een der resten een fout in het teeken (met 
de juiste absolute waarde), dan krijgen ook alle volgende resten 
het verkeerde teeken en vindt men voor r,‚; de waarde — 1 in 
plaats van 1; dit zou voeren tot £= 26 in plaats van {== 18, 
terwijl 26 nog even goed een deeler van 53 — 1 = 52 is, 


745. Een andere contrôle, waarvan herhaalde toepassing ge- 
wenscht is, bestaat daarin, dat rr‚; ook gevonden kan worden 
als de rest der deeling van het product rx.r, door n. Uit de 
gelijkheid (494) van n°. 730 volgt nl: 

gel= gt. gt = (gen + re) (qm + rj) = 
= (Qrqilt ie qQrl1 eb raqi)n deel 
Deze contrôle zal men natuurlijk liefst dan toepassen als men 
een kleine rest (van één cijfer) verkregen heeft. 


Zoo vindt men b.v. voor n= 61, dat r, == — 4 is. Daaruit 
besluit men onmiddellijk tot rg = (— 4)? = 16, rj, =(— 4). 16 +61 = 
td td Ol == 25, ÍS y= 4 


juist, dan is daarmede de juistheid van r,g met zekerheid gecon- 
troleerd; in de voorafgaande resten kunnen dus nog slechts 
elkaar opheffende fouten - voorkomen, hetgeen natuurlijk zeer 
onwaarschijnlijk is. 

Deze contrôle heeft boven de in n®. 744 besprokene verder 
nog het voordeel, dat ze een fout tijdig doet ontdekken en 
niet eerst als de berekening der resten reeds geheel voltooid 
is, terwijl ze bij een gemaakte fout ook aanwijst waar de fout 
schuilt. 


746. De in n°. 745 genoemde contrôle kan natuurlijk ook in 
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verschillende gevallen dienen om de berekening der resten te 
vereenvoudigen, vooral als men reeds spoedig op een zeer kleine 
rest komt. 

Zoo vindt men b.v. r, = 2 voor n = 49, waaruit men onmid- 
dellijk afleidt: 


Apr Ui4e Br 816, redo 


Li Zed Ad lon eID A ENZ 
ti 2.100 er ZIN 20 MAIS 
lo doll Stal dn EZ 


Voor n = 97 vindt men evenzoo uit ry = 8: 


TR TTO AE NORG ZN 
Iy=9 10307330 Adr INEZ 


Een soortgelijke berekening kan men voor n = 59 op fz = — 
of voor n= 83 op r; = 4 baseeren. Als voorbeeld nemen we 
nog n=-47, waarvoor f,=—?2 is; de resten 79, fo, fig &HZ: 
worden dus resp. uit fr, 75, fz, enz. gevonden door vermenig- 
vuldiging met — 2 en deeling door 47, aldus: 


Ig=—2.10=—20, np=—2.6=—12, r,=—2.1847=21, 
lande (el 2 enz. 


We merken nog op, dat de ín n°. 741 besproken vereen vou- 
diging (ten gevolge van een rest — 1) op hetzelfde denkbeeld 
berust. 


741. Tafel der aantallen resten. De tafel van n°. 743 wijst, 
bij gegeven getal n, het kleinste getal £ aan, waarvoor 104 — Ì 
door n deelbaar is, dus waarvoor het kenmerk van n®. 715 
kan worden toegepast. Alleen als # even ís, is ook het ken- 
merk van n®, 720 van toepassing (107 + 1 door n deelbaar als 

RA ERIS) 

We laten hier voor de met 10 onderling ondeelbare getallen 
n beneden 300 (met weglating natuurlijk van 1) de waarden van 
t,‚ dus de aantallen resten der periode, volgen (steeds voor het 
tientallig stelsel). In de tafel zijn ook de deelbare getallen n 
opgenomen; de getallen n, die een priemgetal of een macht daar- 
van zijn, zijn vet gedrukt. 
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Tafel der aantallen resten voor deelers beneden 300. 


748. Om het getal t voor een macht van een priemgetal, dus 
voor =p” }, te bepalen behoeven niet alle resten der periode 
berekend te worden, daar men reeds van te voren weet, dat f 


een deeler van (p — Ip“ | is. Bijgevolg behoeven slechts die 


resten rx berekend te worden, waarvoor k een deeler van 
(p — Ip! is. Men schrijft dus de deelers van (p — Ip“! 


1) Voor «= 1 heeft men het geval, dat n een priemgetal is. 
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in de volgorde hunner grootte neer en berekent de bijbehoorende 
resten tot men een rest 1 verkrijgt. 

Een verdere vereenvoudiging bestaat daarin, dat men r/ = — 1 
moet vinden voor t=2f/. Dit maakt, dat men slechts de resten 
n te berekenen heeft voor waarden van k, die op ed p*—Îdeel- 
baar zijn. Men heeft de berekening voort te zetten tot een rest 
l of — l verkregen is. 

Als voorbeeld nemen we n= 151. We bepalen de resten r‚, 


waarvoor R een deeler van Bn be Meln aak Ae Gene 


deelers van 75 bedraagt 2.3 = 6 (zie de eigenschap van n°. 393); 
deze zijn: 
soda Var dek 
Men berekent nu achtereenvolgens: 


her ne 

Fz = — 910 +38. 151 = — 57, 

Yr, =(—51).(— 57) — 19.151 = 38, 
Fo = 98° — 1510 = — 66, 
Mis os st tOOlt 1 7e 5 le 
last 06 EDI 20 15 1 RB2, 

Fso = 92° — 7.151 = — 383, 


his =Alle ko lt 
Men vindt dus t= 75. 


Als tweede voorbeeld nemen we n= 173. De deelers van 
LS 


LE 86 zijn 1, 2, 43 en 86, zoodat de berekening wordt: 
A= l0 =d, 
r, = — 7300 +42. 173 = — 834, 
rg =34* — 7.178 = — 55, 
ln OI Tere Od 
Fsg = 84° — 41 . 173 = — 37, 
Fog = 909.87 —12. 173 = — 41, 
Fz = — 4100 +- 24. 173 = 52, 


F8 = 920 —3.173 =1, 
waaruit volgt == 43. 
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Als derde voorbeeld nemen we n= 211. De deelers van 


BE eee 105 zijn: 


2 
1 om, 1oe2br80, 105, 
De berekening ís als volgt: 


A= 10, 1:=100, f‚ =— 55; 

Is = — 5500 + 26. 211 = — 14, 
I= 1400 57.211 = 77, 
ineen lan. 

Mr; = 210 — 211 =— 1, 


dus £= 2.15 = 30. 


749, Voor een getal n, dat twee of meer verschillende priem- 
factoren bevat, is het getal t onmiddellijk af te leiden uit de 
getallen tf voor de machten van priemgetallen, waarvan n het 
product ís. Zijn die machten 


ON en Dek (499) 
en t, ts, ....…, êr resp. de bijbehoorende getallen t‚ dan is het 
bij n behoorende getal t het K.G.V. van t‚, t5, ts, .…… , tr. Immers 


het getal g' — 1 is dan en alleen dan door n deelbaar als het 
door ieder der getallen (499) deelbaar is, dus dan en alleen dan 
als £ een veelvoud, van ieder der getallen £, 4... Ze is. 

Als voorbeeld nemen we n == 299.= 13.23. Voor n= 13 en 
n= 23 is resp. £—6 en {== 22. De bij 299 behoorende waarde 
van fis dus het K.G.V. van 6 en 22, d. í. 66. Als tweede voor- 
beeld nemen we n= 273 =3.7.13. De bijbehoorende waarde 
van tis het K.G.V. van 1, 6 en 6, dus 6. Als derde voorbeeld 
nemen we n= 297 =3°. 11, waarbij als waarde van t het K.G.V. 
van 3 en 2, dus 6, behoort. 


750. Vergelijking van het kenmerk van n° 737 met vorige 
kenmerken. Past men het kenmerk van n°. 787 op een deeler 
n van g— l toe, dan zijn de resten (498) alle 1; m.a. w. de 
periode der resten bestaat uit het enkele getal 1. Het getal (497) 
is dan de som der cijfers van het getal a, zoodat het kenmerk 
van n@. 737 in dat van n°. 704 is overgegaan. 

Past men het kenmerk van n°. 737 op een deeler van g+ 1 
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toe, dan vindt men als periode der resten — 1, 1, zoodat het 
kenmerk dan in dat van n®. 722 overgaat. 

Wanneer men de resten 7 re, ws fe dOOr de etsen 
2... gt! vervangt, waaruit ze door deeling door # ontstaan 
zijn, gaat het kenmerk van n°. 737 in dat van n°. 715 over. Op 
soortgelijke wijze kan men het kenmerk van n°. 720 uit dat van 
n°. 737 voor den dag brengen. | 


751. Het kenmerk van n®. 787 is niet daaraan gebonden, dat 
het getal n met het grondtal g van het talstelsel onderling ondeel- 
baar is, al is dít kenmerk ook voor laatstgenoemd geval van 
grootere beteekenis. 

Men kan het kenmerk van n°. 787 dus ook toepassen als n 
een deeler van een term der schaal ís, b.v. van gé. In dat geval 
worden de resten f,, 741, Ft+2, enz. alle nul, zoodat het getal 
(497) in 

Aarde ene re winst (500) 
overgaat. Door weer de’ restên, 17/5, enz.idoor on os enzate 
vervangen gaat (500) in 

Ct—1Cf—2 » « « Col7Cp 


over, waardoor men het kenmerk van n®. 697 verkrijgt. 


752. Uitbreiding van het kenmerk met de periode van 
resten. Men kan het deelbaarheidskenmerk met de periode van 
resten (zie n°. 737) uitbreiden tot het geval, dat men niet de 
resten der deeling door zn beschouwt geleverd door de opvol- 
gende machten van g, maar die geleverd door de opvolgende 
machten van g*. De eigenschap van n°. 787 blijft dan doorgaan 
als men de cijfers van het te onderzoeken getal a vervangt door 
de getallen Ll, l, lb, enz, die men verkrijgt door de cijfers van 
a in groepen van k cijfers te verdeelen (rechts beginnend), en 
deze getallen resp. met 

AET MLS er een 
vermenigvuldigt; hierin heeft r; dezelfde beteekenis als in n°. 737. 
„De eigenschappen van n°. 715 en 720 liggen in het voorgaande 
resp. als de gevallen r‚= 1 en 7, = — 1 opgesloten. 

Als voorbeeld nemen we n = 13 (tientallig stelsel). De resten 
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der machten van 10? bij deeling door 18 zijn 9, 3, 1 (zie de tafel 


468999790987 van n@. 743). Dit geeft 
AE Re de volgende berekening 

Dale are fd om te constateeren, dat 

AG et 100 het getal 468999790987 

SO lft Der 80 (zie het eerste voorbeeld 

FRS dn 40 van n®. 721) door 138 
PAAStaEN 13 deelbaar is. Deze bereke- 


ning is echter omslachtiger dan rechtstreeksche deeling. 


753. Kenmerk van deelbaarheid door middel van optelling. 
Onderstel, dat n een deeler is van fg — 1, waarin (als steeds) 2 
het grondtal van het talstelsel voorstelt, terwijl f een natuurlijk 
getal is. Daaruit volgt van zelf, dat n en g onderling ondeelbaar 
zijn, daar een gemeene deeler van n en g, wegens de deelbaar- 
heid van n op fg — 1, ook een gemeene deeler van g en fg — 1 
iS tüs.l. 

Is c‚ het laatste cijfer van het getal a, dat op zijn deelbaarheid 
door „ moet worden onderzocht, en b het getal, dat uit a ont- 
staat door het laatste cijfer te schrappen, dan is: 


a= bate), 
at oo(fg — 1) = (b + fco)g. (501) 


Daar fg — l door n deelbaar is, is dus a dan en alleen dan 
door „n deelbaar als dit met (b + fc)g het geval ís. In verband 
met de onderlinge ondeelbaarheid van n en g besluiten we hier- 
uit, dat a dan en alleen dan door n deelbaar is als b + fc, door 
n deelbaar is. 

Lettend op de wijze, waarop het getal b + fc, uit a wordt 
afgeleid, vinden we dus: 

Een getal a is dan en alleen dan door een deeler n van fg — Ì 
deelbaar als het getal, dat ontstaat door het laatste cijfer van 
a na vermenigvuldiging met f op te tellen bij het getal gevormd 
door de overige cijfers van a, door n deelbaar is. 


waaruit volgt: 
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754. Bij het kenmerk van n°. 753 wordt het te onderzoeken 
getal a blijkens (501) met een zoodanig n-voud vermeerderd, nl. 
met co(fg — 1), dat een door het grondtal deelbaar (dus een op 
nul eindigend) getal ontstaat. Het getal a,, dat men daaruit door 
weglating van het laatste cijfer (nul) verkrijgt *), moet dan verder 
nog op zijn deelbaarheid door n onderzocht worden. Heeft a 
een voldoend groot aantal cijfers, dan heeft a, één cijfer minder 
dan a, tenzij b van den eerstvolgenden grooteren term der schaal 
minder dan of juist fc, verschilt; in elk geval is dan echter a, < a. 

Daar het getal a, uit a door optelling wordt afgeleid, spreekt 
men van een kenmerk van deelbaarheid door middel van optelling. 
Het getal f wordt de bij het kenmerk behoorende herleidings- 
factor of reductiefactor genoemd. 


755. Bij toepassing van het kenmerk van n®. 753 wordt het 
op zijn deelbaarheid te onderzoeken getal a door b + fc, = a, 
vervangen. Als regel zal hierin een voordeel gelegen zijn als het 
getal daardoor verkleind wordt ®%, dus als men heeft: 

droes a 
Dig lj en nen) 

Hieruit ziet men, dat het getal a door toepassing van het ken- 
merk van n°. 753 dan en alleen dan niet verkleind kan worden 
als men heeft: 

DZ lan): (502) 

Daar c, S2 — Ì is, volgt uit (502): 

De WS ern) 
bf —l, 
asberg—-lS(f—Dete—-l=fel. 


1) Dit is het getal b + fc, van n°. 753. 

2) Het kan echter wel voorkomen, dat a > a, is en men toch door 
den aard der cijfers dier getallen aan a direct, maar aan a, niet zoo 
direct ziet, dat het door n deelbaar is. Zoo is (in het tientallig stelsel) 
11912 OE door, deelbaar, zoodat f = 12 is voor n = 17; 
neemt men a= 1/L7 (dus e= 7jb == 71), dan is ag l1l FIAT 00 
men ziet echter eerder dat 1717 dan dat 255 door 17 deelbaar is. Van 
dergelijke toevalligheden zien we echter bij de volgende beschouwin- 
gen af. 
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Hieruit blijkt, dat fe — 1 het grootste getal is, dat door toe- 
passing van het kenmerk van n°. 755 niet verkleind kan worden *). 
Men heeft dus: 

Door herhaalde toepassing van het kenmerk van n°. 758 kan 
men het te onderzoeken getal verkleinen tot het kleiner dan fg 
geworden is. 

Dit wil echter nog niet zeggen, dat als men een getal gekregen 
heeft, dat < fg is, het niet door toepassing van het kenmerk van 
n°. 753 nog verder te verkleinen is. Zoo is f= 12 voorn = 17 
(zie noot 2 van blz. 372), terwijl het getal 61 door toepassing 
van het kenmerk tot 18 verkleind wordt. 


756. Het kenmerk van n° 753 met herleidingsfactor 1. 
In het voorgaande kan zonder bezwaar f= 1 genomen worden. 
Men heeft dan echter het kenmerk van n°. 753 niet noodig, daar 
dan het eenvoudige kenmerk van n°. 704 kan worden toegepast. 
We willen echter toch het kenmerk van n°. 753 voor het geval 
f = l wat nader beschouwen. 

Dit kenmerk komt dan daarop neer, dat het laatste cijfer van 
het te onderzoeken getal a bij het door de overige cijfers van a 
gevormde getal wordt opgeteld. Dit kan men volgens de eigen- 
schap van n° 755 voortzetten tot men een getal < g, dus een 
getal van één cijfer heeft overgehouden. 


757. Daar, zooals gemakkelijk is in te zien, de som der cijfers 
bij ieder der bewerkingen met een (g — l)-voud verandert, is het 
voorgaande ook te beschouwen als een manier om de rest van 
de som der cijfers van a bij deeling door g— 1 te bepalen. 
Hierdoor verschijnt het kenmerk van n®. 753 voor f = l als een 
gewijzigde vorm van het kenmerk van n®. 704; laatstgenoemd 
kenmerk in zijn oorspronkelijken vorm verdient echter de voorkeur. 

Uit het voorgaande blijkt tevens, dat het getal van één cijfer, 
waarop men bij herhaalde toepassing van het kenmerk van n°. 
753 voor f = l uitkomt, nog steeds dezelfde rest bij deeling door 
n oplevert als het oorspronkelijke getal a. 


1) Toepassing van dit kenmerk op fg — 1 heeft trouwens geen zin, 
daar ons uitgangspunt juist is, dat fg — 1 door n deelbaar is. 
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758. Bij toepassing van het kenmerk van n®. 753 voor f = 1 
gaat het getal 


DEROO RRC Cn 
in 
DENDE Or Pe dE Ch 
over. Dit laatste getal heeft één cijfer minder dan a, behalve 
als Ct Cp Salssensderciiers. CnsCmari ne we Coul ZOO eZ ERE 


wezig zijn, dus zoo m > 1 is) alle g — 1 zijn. 
In laatstgenoemd geval heeft b + c, evenveel cijfers als a; 
dan is: 
Diherln ennn deni. Geer COR 
waarin: 


1e = 1, (oe hl Nrd ERN dS er 

De getallen, die men uit + e, door herhaalde toepassing van 
het genoemde kenmerk afleidt, hebben dan alle één cijfer minder 
dan het voorgaande, zoodat het slechts eenmaal kan voorkomen, 
dat het aantal cijfers gelijk blijft. 

Hieruit ziet men, dat het kenmerk van n°. 753 voor f = 1 na mof 
mt 1 toepassingen tot een getal van één cijfer voert, waarin 
mt ll het aantal cijfers van het te onderzoeken getal a voorstelt. 


759. We laten hier ín het tientallig stelsel een drietal voor- 
beelden volgen, waarbij n =9 ís. In het eerste voorbeeld is 
voor a hetzelfde getal genomen als in het voorbeeld van n°. 707: 

739602585 deelbaar door: 9. 


5 9994878 deelbaar door 9; in 
65 8 dit voorbeeld kun- 
E 90 nen natuurlijk de 
9 5) fees il 
9 54 drie cijfers 9 direct 
ri 4 geschrapt worden. 
1 9 
2 fe 
2 1008 
8 8 
8 8 
47 8 
8 8 
81 8 
l 9 
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8825375 
5 
42 
9 Blijkens het in n°. 757 opge- 
T merkte is in het laatste voorbeeld 
Bs 2 de rest der deeling door 9. 
31 In het eerste voorbeeld is het 
l aantal toepassingen van het ken- 
4 merk één minder dan, in de 
pks: beide laatste voorbeelden gelijk 
ie aan het aantal cijfers van het te 


onderzoeken getal. 


760. Kenmerk van deelbaarheid door middel van aftrek- 
king. Bij de beschouwingen van n°. 753 en 794 is aangenomen, 
dat de herleidingsfactor f een natuurlijk getal is. Die beschou- 
wingen blijven echter onveranderd doorgaan als f negatief is. 

Is dan f=— f’, waarin f’ een natuurlijk getal voorstelt, dan 
is — f/g — 1 deelbaar door n; dit drukt hetzelfde uit als dat f’g + 1 
door n deelbaar wordt aangenomen (zie n°. 572). Blijkens het 
in n°. 758 gevondene is a dan en alleen dan door n deelbaar 
als dit met b — f'c, het geval is. We vinden dus: 

Een getal a is dan en alleen dan door een deeler n van f'g + Ì 
deelbaar als het getal, dat ontstaat door het laatste cijfer van a 
na vermenigvuldiging met f' af te trekken van het getal gevormd 
door de overige cijfers van a, door n deelbaar is. 


761. Daar het getal b — f’c, uit a ontstaat door verminde- 
ring met co(f/g + 1) (dus met een n-voud) gevolgd door deeling 
door g (weglating van een nul aan het eind), spreekt men van 
een kenmerk van deelbaarheid door middel van aftrekking. Het 
getal f’ noemen we weer den bijbehoorenden herleidingsfactor. 

Het nu beschouwde kenmerk is blijkens het in n°. 760 opge- 
merkte ook op te vatten als een Kenmerk door optelling met 
negatieven herleidingsfactor. Men heeft nl: 


b— fo, =b + (—f")C 
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Zoo beschouwd zijn dus beide kenmerken slechts verschillend in 
den aard van den bijbehoorenden herleidingsfactor, maar overigens 
geheel dezelfde. In n°. 766 en 767 zal in nog een ander opzicht 
verband tusschen beide kenmerken blijken te bestaan. 


762. Door herhaalde toepassing van het kenmerk van n°. 
760 kan men het op zijn deelbaarheid te onderzoeken getal voort- 
durend verkleinen totdat een getal verkregen is, dat kleiner dan 
falg— is. 

Om dit aan te toonen vragen we naar ket grootste getal, waarop 
het kenmerk van n°. 760 niet van toepassing is, tenminste zoo 
men verlangt, dat de getallen niet negatief worden. Nu is het 
kenmerk ín dien zin op het getal a níet van toepassing als 

bf ol 
is. Men heeft dan: 
a=bgtoS(fo— 1e + 6, 
of wegens «Sg —lÌ: 
asfegle—-l)—1. 

Het grootste getal, waarop het kenmerk niet van toepassing 
is, is dus f/g(g — 1) — 1, dus kleiner dan f'g(g — 1). 

Wanneer men echter ook toelaat, dat het te onderzoeken getal 
negatief wordt (hetgeen zonder bezwaar kan geschieden), kan het 
getal nog verder verkleind en beneden f'(g — 1) gebracht worden; 
immers bij de verschillende aftrekkingen is de aftrekker hoogstens 
Juan): | | 

768. Past men het kenmerk van n° 760 toe op het geval, 
dat f’ = 1 ís (dus op het geval, dat n een deeler is van g + 1), 
dan heeft men telkens het laatste cijfer van het te onderzoeken 
getal van het door de overige cijfers gevormde getal af te trek- 
ken. Men krijgt zoo een gewijzigden vorm van het kenmerk 
van n°. 722. Het kenmerk van n°. 722 in zijn oorspronkelijken 
vorm verdient echter weer de voorkeur. 


764. Toepasbaarheid der kenmerken van n°. 753 en 760 voor 
iederen met g onderling ondeelbaren deeler. We toonen aan: 

Voor ieder getal n, dat met het grondtal g onderling ondeel- 
baar is, kan een herleidingsfactor gevonden worden, dus een getal 
f, waarvoor fg — 1 door n deelbaar is. 
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Immers om f te bepalen heeft men f en x uit de onbepaalde 
vergelijking: 
fe —l=nx (503) 
op te lossen. Daar de coëfficiënten der onbekenden (dus de 
getallen g en — 7) onderling ondeelbaar zijn, is de vergelijking 
(503) in het bezit van oplossingen (zie de eigenschap van n°. 656). 
Blijkens het aan het eind van n°. 648 opgemerkte zijn de 
waarden, die men voor f vindt, met n en de waarden, die men 
voor Xx vindt, met g onderling ondeelbaar, zooals ook onmiddel- 
lijk aan de vergelijking (503) te zien is. 


765. Is f=f, (waarin f, een bekend getal ís) een oplossing 
van (503) (met bijbehoorende waarde van x), dan zijn de overige 
waarden van f, waarvoor aan (503) kan worden voldaan, van den 
vorm f, + jn, waarin men voor j ieder geheel getal (positief of 
negatief) nemen kan (zie de eigenschappen van n®. 648 en 649). 

Hieruit blijkt, dat men het getal f, waarvoor fg — l door n 
deelbaar is, met een willekeurig (positief of negatief) veelvoud 
van n mag vermeerderen en verder, dat men zoo alle getallen f 
vindt, die aan de vraag voldoen. Het eerste is natuurlijk ook 
onmiddellijk in te zien, daar vermeerdering van f met een n-voud 
ook fg — l met een n-voud doet vermeerderen, hetgeen op het 
deelbaar zijn door n van geen invloed is. 


766. Daar men j zoo kan kiezen, dat f, + jr positief en ook 
zoo, dat f, + jn negatief is, blijkt uit het voorgaande, dat voor 
ieder met het grondtal g onderling ondeelbaar getal n zoowel 
het kenmerk van n°. 753 als dat van n°. 760 is toe te passen. 

Wil men het kenmerk van n®. 753 toepassen, dan moet men 
een positieve oplossing f der vergelijking (503) gebruiken. Deze 
kan natuurlijk altijd < n genomen worden, daar dit anders door 
vermindering met een veelvoud van zn te bereiken is. ZEwvenzoo 
kan men de negatieve oplossing f‚, die dient om het kenmerk 
van n®. 760 toe te passen, steeds > — n (dus in absolute waarde 
< n) aannemen. Hierdoor krijgen deze kenmerken hun een- 
voudigsten vorm. 


767. Is f=f, de kleinste positieve oplossing der vergelijking 
(503), dan is f=f, — n= — (n —f,) een negatieve oplossing, 
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en wel de absoluut kleinste negatieve oplossing, Men kan nu 
het kenmerk van n°. 753 toepassen voor f =f, en dat van n?. 
760 voorsfs=nift 

Of men het eerste dan wel het tweede kenmerk kiest hangt 
daarvan af of vermenigvuldiging met f‚, dan wel met f‚=n — fi 
het snelst wordt uitgevoerd. In den regel zal men het kleinste 
der getallen f, en f, kiezen. 

Evenwel geldt dit niet zonder uitzondering. Zoo is wel in het 
tientallig stelsel vermenigvuldiging met 12 te verkiezen boven 
vermenigvuldiging met 19, maar een vermenigvuldiging met 20 
gemakkelijker uit te voeren dan een met 17 en een vermenig- 
vuldiging met 55 gemakkelijker dan een met 46. 


768. De factoren f, en f/ van n°, 767 kunnen, behoudens 
een zeer bijzonder geval, niet gelijk zijn. Immers f, =f, zou 
beteekenen n = 2f,, dus deelbaarheid van fg — 1 door 2f,. Dit 
kan alleen als f, = 1, dus n= 2, en & oneven is, in welk geval 
zoowel g — 1 als g + 1 door n deelbaar is. 

Men heeft dan echter geen behoefte aan een deelbaarheids- 
kenmerk van de beschouwde soort, daar het kenmerk van n°, 
704 dan van toepassing is. Laatstgenoemd kenmerk gaat voor 
dit geval over in: 

In een talstelsel met een oneven grondtal is een getal dan en 
alleen dan even als het een even aantal oneven cijfers bevat. 


769. Nadere beschouwing der kenmerken van n°. 753 en 
760. Het eerste lid der vergelijking (503) van n°. 764 heeft het- 
zelfde teeken als f en het tweede lid hetzelfde teeken als x. 
Hieruit blijkt, dat waarden van f en x, die aan (503) voldoen, 
hetzelfde teeken hebben. 

Vervangt men f door een ander getal, dat hetzelfde teeken 
heeft, maar een grootere absolute waarde, dan wordt het eerste 
lid van (503) absoluut grooter. Evenzoo wordt het tweede lid 
van (503) absoluut grooter als men x door een absoluut grooter 
getal vervangt. Hieruit volgt: 

Bij de kleinste positieve oplossing f der vergelijking (503) behoort 
de kleinste positieve oplossing x en bij de absoluut kleinste nega- 
tieve waarde van f de absoluut kleinste negatieve waarde van x. 
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770. Is evenals in n°. 767 f, de kleinste positieve oplossing 
f van (503) en x, de bijbehoorende waarde van x, dan is de 
algemeene oplossing van (503) (zie n°. 648—650): 

f=htjn, x= +jg, (504) 
waarin j willekeurig kan worden aangenomen. Daar (volgens de 
eigenschap van n® 769) x, de kleinste positieve oplossing van 
(503) is, is voldaan aan: 

WIE DE| FAA fh of 

Blijkens (504) is hierdoor de oplossing f = f,, x = Xx, van (503) 
volledig gekenmerkt, d. w. z. er is slechts één positieve oplossing 
f, die aan O<f<n, en één positieve oplossing x, die aan 
0<x<g voldoet. 

Evenzoo is de absoluut kleinste negatieve oplossing f of x de 
eenige negatieve oplossing, die absoluut kleiner dan n resp. g is. 
Zijn die waarden van f en x absoluut genomen resp. f/, en x/,, 
dan is: 

lamp AE 

771. Wanneer we voor een gegeven deeler 7 (onderling ondeel- 
baar met g) het kenmerk van n°, 753 zoo eenvoudig mogelijk 
willen doen zijn, kiezen we den herleidingsfactor f positief en zoo 
klein mogelijk. Het bijbehoorende getal x voldoet dan (blijkens 
het in n®. 770 gevondene) aan 

1SxSe-l (505) 
en bestaat dus uit één cijfer. | 

Uit (505) volgt nu in verband met (503): 

fg 1lSn(g—l), 
waaruit verder in verband met de eigenschap van n°. 755 volgt: 

Door herhaalde toepassing van het kenmerk van n°. 758, zoo 
men dit zijn eenvoudigsten vorm geeft (d.w.z. den herleidings- 
factor zoo klein mogelijk kiest), kan men het op zijn deelbaarheid 
door n te onderzoeken getal verkleinen tot een getal, dat kleiner 
is dan ng en dat dus bij deeling door neen (volledig of partiëel) 
guotiënt van één cijfer levert. 


772. In geval de deelbaarheid bestaat is het in de eigenschap 
van nê. 771 genoemde quotiënt g van één cijfer af te leiden uit 
het laatste cijfer e van het getal a’, waartoe het oorspronkelijk 
beschouwde getal a door de opvolgende herleidingen terugge- 
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bracht ís. Is nl. d het laatste cijfer van „, dan ís het laatste 
cijfer van gn hetzelfde als dat van gd, zoodat g gevonden wordt 
uit de onbepaalde vergelijking 


qd =e + gz, (506) 


waarin (wegens de onderlinge ondeelbaarheid van n en g) de coëf- 
ficiënten d en g der onbekenden onderling ondeelbaar zijn. Door 
de vergelijking (506), in verband met 0 <g < g, is q volledig 
bepaald. | 

Daar q het cijfer is, waarvoor het product qd op het cijfer e 
eindigt (of het cijfer e ís), kan q uit de tafel van vermenigvuldi- 
ging worden afgelezen. Om te onderzoeken of a al dan niet 
door n deelbaar is, heeft men nu nog slechts na te gaan of 
voor het zoo bepaalde cijfer q het product gn gelijk is aan a’. 


7173. Kiest men bij het kenmerk van n°. 760 den herleidings- 
factor f’ zoo klein mogelijk, dan ís (weer blijkens het in n°. 770 
gevondene): 


hetgeen uitdrukt, dat het getal Xx’, waarvoor aan 


fetl=nxr 
voldaan is, uit één cijfer bestaat. Hieruit volgt in verband met 
de eigenschap van n®. 762: 

Door herhaalde toepassing van den eenvoudigsten vorm van 
het kenmerk van n° 760 kan men, zonder dat de aftrekkingen 
tot negatieve getallen voeren, het te onderzoeken getal verkleinen 
tot een getal, dat kleiner is dan ng* en dat dus bij deeling door 
n een (volledig of partiëel) quotiënt van hoogstens twee cijfers 
geeft. 

Blijkens het aan het eind van n°. 762 opgemerkte kan men, 
door ook negatieve getallen toe te laten, de herleiding voortzetten 
tot een getal, dat een quotiënt van slechts één cijfer levert. 


714. Bepaling van den herleidingsfactor uit de tafel van 
vermenigvuldiging. Blijkens het ín n®. 771 en 7783 gevondene 
kunnen de kleinste reductiefactoren f en f', die bij de kenmerken 
van n®. 753 resp. 760 behooren, gevonden worden door n met 
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een zoodanig (met g onderling ondeelbaar) cijfer y *) te vermenig- 
vuldigen, dat het product na vermeerdering resp. vermindering 
met Ì door g deelbaar is, dus dat het product op het cijfer g — Ì 
resp. 1 eindigt. 

In het eerste geval wordt de factor f gevonden door het laatste 
cijfer van het zoo verkregen product yn te schrappen en het over- 
blijvende getal met 1 te vermeerderen, in het tweede geval de 
factor f’ door van yn het laatste cijfer te schrappen. 


715. Daar weer het laatste cijfer van het product yn slechts 
van het laatste en niet van de overige cijfers van n afhangt, 
heeft men ter bepaling van het cijfer y slechts het laatste cijfer 
d van n te kennen. Het cijfer y moet dus zoo bepaald worden, 
dat het product yd op het cijfer g — l of Î eindigt. Uit onze 
algemeene beschouwingen vloeit voort, dat er één en slechts één 
zulk een cijfer y te vinden is; dit cijfer kan uit de tafel van ver- 
menigvuldiging worden afgelezen. 


776. Toepassing op het tientallig stelsel. In het tientallig 
stelsel is ket laatste cijfer d van den deeler n een der getallen 
1, 8, 7, 9, daar n en 10 onderling ondeelbaar ondersteld zijn. 
ls n° het getal, dat uit n ontstaat door het laatste cijfer te schrap- 
pen, dus n = 10n’ +d, dan heeft men: 

VLD rl es LO(Or nl 
Berthe 1071 

8 .n=8(10n’ +3) = 1031’ + 1) — 
LAURE T(LOMIE ESR EO ANS "2 herl 
7 .n=7(10n’ +7) = ie n +5) — 
9 ( Lo ) + 
Ì Et Seer 


voorde |; \ 


he OAD el hed AET in 

„n= 10/49 = 10( n/ +1 
Gen MLOnr tr I= 10(0n TS) F1 

Hieruit ziet men, dat inderdaad ieder met 10 onderling ondeel- 
baar getal zoowel een veelvoud van den vorm 1Of — l als een 
veelvoud van den vorm 1Of’—+ 1 heeft. Dit kan uit de tafel van 


1) Dit is het cijfer x of x/ van n°. 771 resp. 773 al naar gelang we 
den reductiefactor voor het kenmerk door optelling dan wel dien voor 
het kenmerk door aftrekking willen bepalen. 
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vermenigvuldiging worden afgelezen zonder dat men zich dan 
verder op de theorie der onbepaalde vergelijkingen te beroepen 
heeft. Deze theorie doet echter zien, dat het resultaat ook voor 
ieder ander talstelsel geldig is. 


7177. Uit het in n°. 776 gevondene vloeien onmiddellijk de 
kleinste herleidingsfactoren f en f’ voort, die bij de kenmerken 
van n°. 753 resp. 760 behooren. Deze zijn in het volgende 
tabelletje vereenigd. 


Herleidingstactoren voor den deeler „ —= J0n’ + d. 


Fade f 
1 "On + 1 n 
TD 
7 In 45 3n' + 2 
9 | Ah | Ont 48 


Hieruit is voor iederen met 10 onderling ondeelbaren deeler 
onmiddellijk het bijbehoorende kenmerk van n°. 753 en 760 af 
te lezen. 


718. We laten hier enkele voorbeelden van zulke deelbaar- 
heidskenmerken volgen. De bijbehoorende factoren zijn ook 
zonder de beschouwingen van n®. 776 en 777 (lettend op het in 
n°. 774 opgemerkte) gemakkelijk uit het hoofd neer te schrijven. 

Een getal a is dan en alleen dan door 7 deelbaar als dit het 
geval is met het getal, dat ontstaat door het laatste cijfer van 
a te schrappen en het overblijvende getal met 5 X dit laatste 
cijfer te vermeerderen of met 2 X dit laatste cijfer te verminderen. 

Een getal a is dan en alleen dan door 18 deelbaar als dit het 
geval is met het getal, dat ontstaat door het laatste cijfer van 
a te schrappen en het overblijvende getal met 4 X dit laatste 
cijfer te vermeerderen of met 9 X dit laatste cijfer te verminderen. 
| Een getal a is dan en alleen dan door 17 deelbaar als dit het 

geval is met het getal, dat ontstaat door het laatste cijfer van 
a te schrappen en het overblijvende getal met 12 X dit laatste 
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cijfer te vermeerderen of met 5 X dit laatste cijfer te vermin- 
deren. 

Een getal a is dan en alleen dan door 19 deelbaar als dit het 
geval is met het getal, dat ontstaat door het laatste cijfer van 
a te schrappen en het overblijvende getal met 2 X dit laatste 
cijfer te vermeerderen of met 17 X dit laatste cijfer te verminderen. 

Bij het onderzoek der deelbaarheid door 19 zal men natuurlijk 
bij voorkeur het kenmerk door optelling toepassen. 

We laten het aan den lezer over de overeenkomstige kenmerken 
voor de deelers 23, 27, 31, enz. te formuleeren. 


719. Voorbeelden ter toelichting. Bij de herhaalde toepas- 
sing van eigenschappen als de in n®. 778 genoemde kan men 
natuurlijk bij een zelfde onderzoek naar deelbaarheid nu eens van 
het kenmerk door optelling en dan weer van dat door aftrekking 
gebruik maken. Wanneer men de keus zoo kan doen, dat het 
ontstaande getal op een nul eindigt, is deze de aangewezene, 
daar men dan direct het getal verder verkleinen kan door die 
nul weg te laten. We laten hier een paar voorbeelden volgen, 
waarbij enkele malen zulk een toevallige vereenvoudiging optreedt: 


6606591096 deelbaar door 7; 


2 8572922436 deelbaar door 13. 
097 *) ROE 
18 189 
Ol 81 
4 137 
rn 63 
15 850 
80 7 45 
iem 683 
44 12 
8 80 + 
56 =8.7 TZ 
13 


1) Voor de verdere berekening is het cijfer 7 door O vervangen, het- 
geen op de deelbaarheid door 7 van geen invloed is en een snellere 
verkleining van het getal tengevolge heeft. 
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780. Voorbeelden van onderzoek naar deelbaarheid door 
grootere getallen zijn: 


6039478424139 deelbaar door 67 (= 28); 


180 
233 
60 
163 
60 
SDE Hrs 84361251 niet deelbaar door 
120 og 73 (= 219). 
715 47 
100 154 
EA 768 
20 Life 
47 ijk 
140 oo + 
804 198 
80 1047 
300 154 
60 958 


181. Quotiënt van een opgaande deeling bij de kenmerken 
door optelling of aftrekking. Past men een deelbaarheidsken- 
merk door middel van optelling of aftrekking toe, dan doet de 
bewerking tevens het guotiënt vinden in geval de deelbaarheid 
blijkt te bestaan *). 

Zij n een deeler van fg — 1, zoodat voor een zekere waarde van 
x aan (503) voldaan ís. Voor de gelijkheid (501) van n°. 753 kan 
dan, zoo men b + fc, = a; stelt, geschreven worden: 


1) Voor de bepaling van de rest eener niet-opgaande deeling ver- 
wijzen we naar n°. 814—817, waar de restbepaling besproken wordt 
voor deelbaarheidskenmerken, waarvan de nu beschouwde bijzondere 
gevallen zijn. 
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zoodat voor het gezochte quotiënt wordt gevonden: 
a 


Ee ME 
EE TAC (507) 


Hiermede is de bepaling van het quotiënt = tot die van het 


guotiënt =} teruggebracht, waarin a, voorstelt het getal, dat uit 
a ontstaat door het laatste cijfer te schrappen en dit f-maal bij het 
overblijvende getal op te tellen. Het quotiënt daarvan bij deeling 
door n wordt op dezelfde wijze tot een quotiënt met kleiner 


deeltal teruggebracht, enz. 


782. Het spreekt van zelf, dat in het voorgaande de herlei- 
dingsfactor f ook negatief kan zijn, zoodat de beschouwingen 
van nê. 781 zoowel op kenmerken van deelbaarheid door optel- 
ling als op die door aftrekking betrekking hebben. Is / negatief 
dan is in (503) ook x negatief; voor die vergelijking schrijven 
we dan: 

WEN 
waarin f’ = — f, £/ = — X. De betrekking (507) gaat dan over in: 


waarin a, = b — f’co. 


783. De bepaling van het quotiënt neemt den eenvoudigsten 
vorm aan als men bij de verschillende onderdeelen der bewerking 
steeds hetzelfde kenmerk gebruikt, dus òf steeds dat door optel- 
MIS NROLRSteedS dt. JOOD saTekkInNOn ss Zijnsdan Gr, de, Us nn 
a; &) de getallen, waartoe het gegeven getal a achtereenvolgens 
herleid wordt, zoodat a;,, op dezelfde wijze uit a; wordt afgeleid 
als waarop a, uit a verkregen is (zie n°. 781). Is verder e; het 
laatste cijfer van a;, dan heeft men de volgende met (507) over- 
eenkomende gelijkheden: 


EM eX 
n né tt: 
qz qz 

n == n 2 Ted EX, 


1) a; is dus, als het kenmerk van n°. 753 wordt toegepast, het getal, 
dat we in n?, 772 a/ gencemd hebben. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde. 25 


386 


CEO, 
ei = 7 Z Er1X. 
Hieruit volgt in verband met (507): 

Ut ds dz 


za RES — (@2 + Co)k = 2 2 —(&2° TELT C)X = 


a 
= en Fam (AT hili An al AT en Pd 


waardoor men ten slotte vindt: 


Q Aj . sd les jk 
NE en ee An 
qj Ä 
= re DN Oje frase Carens (508) 
hietinesstellen eline. ar @‘Cordescijfers van sheindelals 4 
e‚Cp voor. 


Past men het kenmerk van n°. 760 toe, dan kan a; ook nega- 
tief zijn (zie het aan het eind van n°. 762 opgemerkte). Blijkens 
het in n®. 771 en 778 gevondene kan men de herleiding zoo ver 
voortzetten, dat de absolute waarde van het quotiënt a;:n uit 
slechts één cijfer bestaat. | 


784. De quotiëntbepaling verloopt bij het kenmerk door aftrek- 
king eenvoudiger dan bij dat door optelling doordat in het eerste 
geval x negatief en dus de tweede term van het tweede lid van 
(508) positief is. Die tweede term is, als men het deelbaarheids- 
kenmerk zijn eenvoudigsten vorm geeft, een getal van j of j + 1 
cijfers, daar — x= X/ dan een getal van één cijfer is (zie n°. 
773); daar de eerste term van het tweede lid van (508) een 
(positief of negatief) getal is, dat op j nullen eindigt, levert het 
vormen van de som dier termen nagenoeg geen rekenwerk. Is 
nl. Xnëfiëj ner Cp EEN B OELAL SVA Ciers lans Destaalmds 
optelling slechts ín het voorplaatsen van het cijfer a; : n *); heeft 
het genoemde getal j +1 cijfers, dan bestaat de optelling daarin, 
dat het eerste cijfer met a; : n vermeerderd wordt, dus (daar a; dan 


1) Het getal a; is dan positief, daar men anders een negatieve waarde 
voor het quotiënt a : 7 zou vinden. 
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negatief kan zijn) vermeerderd of verminderd met een getal van 
één cijfer. 

785. Voorbeelden ter toelichting. We laten hier in het 
tientallig stelsel enkele voorbeelden der besproken quotiëntbepa- 
ling volgen. Als eerste voorbeeld nemen we het in n°. 779 op 
zijn deelbaarheid door 13 onderzochte getal 8572922436, waar- 
van we zoowel volgens het kenmerk door optelling als volgens 
dat door aftrekking het quotiënt der deeling door 18 bepalen. 


8572922436 8572922436 
24 4 
In 54 
67 | 189 
28 81 
sieke finds. HON 
54 18/ 
16 ie: 
41 850 
En 45 
ê 683 
32 Zn 
61 41 
EK. Gete 
80 45 
32 4 
2 45 
117 oral 
28 De eerste manier (waarbij van 13 =S 
Eje 3 gebruik gemaakt wordt en dus x = 3 ís) 


levert voor het quotiënt: 
3. 10° —3.780181476 = 3. 10° — 2340544428 = 
En 6594559572. 


De tweede manier (waarbij x/ —=7 is) geeft de volgende iets 


eenvoudiger quotiëntbepaling: 
9.108 +7.51350796 = 659455572. 


1) Blijkens het in n®, 784 opgemerkte is het bepalen van den 
exponent voor het vormen van de som niet noodig, daar men direct ziet, 
dat het eerste cijfer van 359455572 met 3 vermeerderd moet worden. 
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We merken nog op, dat de cijfers x en Xx’, waarmede de door 
de vet gedrukte cijfers gevormde getallen vermenigvuldigd moe- 
ten worden, onmiddellijk uit het tabelletje van n°. 777 zijn af te 
lezen, nl. als de coëfficiënt van n’ in de tweede resp. derde kolom. 


786. In de tweede plaats nemen we het getal uit het eerste 
voorbeeld van n°. 780, waarvan we het quotiënt der deeling door 


67 bepalen. Uit de ín n°. 780 voorkomende berekening leest 


men voor dat quotiënt af: 
9 . 30047156339 = 90141469017. 


Verder bepalen we nog het quotiënt van het getal 16810483952467 
bij deeling door 389 (= 2201), welke deeling opgaat. 


1681048395246/ 
2450 
2796 
2100 
7179 
3150 
0567 
2450 
5606 | 
2100 Voor het quotiënt wordt 
2460 gevonden: 
2100 
78924 — 4. 10° + 9. 9246067967 = 
LAD Oene = — 4. 10° 5) + 83214611703 = 
6492 — 43214611708. 
700 
5949 
3150 
— 1556 = — 4. 389 


787. De bepaling van het quotiënt met behulp van een deel- 
baarheidskenmerk door optelling of aftrekking als de deelbaar- 


1) De bepaling van den exponent is overbodig, daar men direct 
ziet, dat het eerste cijfer van den volgenden term met 4 verminderd 


moet worden (zie n®, 784). 
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heid blijkt te bestaan is van eenig belang voor het geval het er 
om te doen is een groot getal in priemfactoren te ontbinden. 
Het getal wordt dan op zijn deelbaarheid door de opvolgende 
priemgetallen onderzocht en eerst als men een priemgetal gevon- 
den heeft, waardoor het beschouwde getal deelbaar is, moet het 
quotiënt worden bepaald, dat dan verder wordt onderzocht (waarbij 
natuurlijk de priemgetallen, die niet op het oorspronkelijke getal 
deelbaar bleken, buiten beschouwing kunnen-blijven). Het werk 
aan de quotiëntbepaling verbonden moet dus beoordeeld worden 
aan hetgeen nog te doen ís nadat de deelbaarheid met behulp 
van het kenmerk door optelling of aftrekking is vastgesteld. Dit 
werk nu ís belangrijk minder dan het uitvoeren van den gewonen 
algorithmus der deeling. 

Heeft men het quotiënt te vinden onverschillig of de deeling 
al dan niet opgaat, dan is gewone deeling natuurlijk de aange- 
wezen weg. 


788. Uitgebreide deelbaarheidskenmerken door optelling 
of aftrekking. De beschouwingen van n°. 753, 760, 761 en 
764—770 blijven doorgaan als men g door g* (k > 0) vervangt 
en c, door het getal / gevormd door de Z laatste cijfers van het 
te onderzoeken getal a. Onder b verstaan we dan het door de 
overige cijfers van a gevormde getal, zoodat 

a= bg +, 
dus: 
at l(fg —1)= (b + bg. (509) 

Hieruit leest men af: 

Een getal a is dan en alleen dan door een op fg* — 1 deel- 
baar getal n deelbaar als het getal, dat ontstaat door het door 
de k laatste cijfers van a gevormde getal na vermenigvuldiging 
met f bij het door de overige cijfers van a gevormde getal op 
te tellen, door n deelbaar is. 

Voor het geval, dat f negatief is (f = — f’), volgt uit (509): 

Een getal a is dan en alleen dan door een op f'g* + 1 deel- 
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baar getal n deelbaar als dit het geval is met het getal, dat 
ontstaat door het door de k laatste cijfers van a gevormde getal 
na vermenigvuldiging met f’ van het door de overige cijfers van 
a gevormde getal af te trekken. 


789. Bij de kenmerken van n°. 788 wordt het te onderzoeken 
getal a met een zoodanig n-voud vermeerderd of verminderd, nl. 
met l(fg* — 1) resp. U(f/g* +1), dat een door g* deelbaar (dus 
op k nullen eindigend) getal ontstaat. Het getal b + fl resp. 
b —pf'l, dat daaruit door deeling door g* (weglating der k laatste 
cijfers nul) verkregen wordt, moet nu verder op zijn deelbaarheid 
door n onderzocht worden. We noemen deze kenmerken het 
uitgebreide deelbaarheidskenmerk door middel van optelling resp. 
aftrekking. 

Het getal f of f’ noemen we weer den bij het kenmerk behoo- 
renden herleidingsfactor. Het kenmerk door aftrekking is als 
een kenmerk door optelling met negatieven herleidingsfactor te 
beschouwen. 

Verder noemen we k den bij het kenmerk behoorenden exponent. 


790. Bij toepassing van het eerste kenmerk van n°. 788 wordt 

het getal a niet verkleind als men heeft: 
bottels 
bg — IS U(f — 1), 
waarvoor wegens / ZS g* — 1 kan geschreven worden: 
baf—l. 

Hieruit volgt: 

AEN ink med ed IP at ef 
waaruit blijkt, dat fg* — 1 het grootste getal is, dat door toe- 
passing van het eerste kenmerk van n°. 788 niet verkleind kan 
worden. 

Verder vindt men op geheel dezelfde wijze als in n°. 762, dat 
F2 — 1) — 1 het grootste getal is, dat door toepassing van 
het tweede kenmerk van n°. 788 niet verder verkleind kan worden 
zonder dat een negatief getal ontstaat. 


791. De kenmerken van n°. 788 met herleidingsfactor 1. 
De kenmerken van n° 788 gaan voor f = 1 en f/= 1 in een 
anderen vorm der kenmerken van n°. 715 en 720 over. 
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De nieuwe vorm van het kenmerk van n®. 715 is iets minder 
eenvoudig dan de oorspronkelijke, zooals de volgende voorbeel- 
den, die het tweede en derde voorbeeld van n°. 719 in den 
nieuwen vorm zijn, doen zien: 


1841786 deelbaar door 37. 


786 

9627 +} 5490617855874 deelbaar door 271. 
27 55874 
629 —=3.37 62052 


62052 
62601 =231. 271. 
De herleidingen voeren tot dezelfde getallen (nl. 629 en 62601) 
als de herleidingen van n®. 719. Dat dít het geval moet zijn, is 
onmiddellijk van te voren ín. te zien, daar beide methoden daarop 


neerkomen, dat men de rest van het oorspronkelijke getal bij 
deeling door 10° — 1 resp. 10° — 1 berekent. 


792. De voorbeelden van n°. 721 luiden in den nieuwen vorm: 
468999790987 deelbaar door 7 en door 13. 


ie 7313543560279 deelbaar door 101. 
8803 (bs, 
803 523 
195 EET 
195 32 
VET ENE 92 
11 
le} 
ee 
end 
07 
| AN 
0 


793. Voorbeelden der kenmerken van n°. 788. We laten 
hier in het tientallig stelsel eenige voorbeelden van de uitgebreide 
deelbaarheidskenmerken door optelling of aftrekking volgen. 

Het getal 299 = 3,10? —1 is deelbaar door 23. Het eerste 
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kenmerk van n°. 788 geeft dus de volgende berekening om te 
constateeren, dat 53552087931462 door 23 deelbaar is. 


53092087931462 Een toevallige vereenvoudiging 
186 krijgt men hier, doordat bij de 
9500 7 eerste optelling aan het eind 
285 twee nullen ontstaan, die direct 
Br weggelaten kunnen worden. 
216 
739 
117 
474 
222 
en 
276 —= 12.28 


Als tweede voorbeeld nemen we, dat 299999 = 3. 10° — 1 
deelbaar is door 17, waardoor men de volgende berekening ver- 
krijgt om aan te toonen, dat IOA AL door 17 


deelbaar is: 
1085902178345694054236 


162708 
619648 
58944 
276780 
83034 


LOGA 12 Geel 


794," Daar “2001, 25 105 pr be deelbaarwiswdoons2ekanmien 
eerste voorbeeld van n°. 793 ook met behulp van het tweede 
kenmerk van n°. 788 behandeld worden (waarbij k = 3 en Er ik 
te nemen ís). De berekening is dan aldus: 


93592087931462 


sa 
— 759 = — 33.23. 
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Evenzoo kan men het tweede voorbeeld van n°. 793 met behulp 
van het tweede kenmerk van n°. 788 behandelen door op te 
merken, dat 40001 door 17 deelbaar is; we laten dit aan den 
lezer over. 


795. Toepasbaarheid der kenmerken van n°. 788 voor 
iederen exponent. De eigenschap van n®. 764 kan aldus worden 
uitgebreid: 

Voor ieder getal n, dat met het grondtal g onderling ondeel- 
baar is, en voor iederen exponent k kan een herleidingsfactor 
gevonden worden, dus een getal f,‚ waarvoor fg“ — 1 door n 
deelbaar is. 

Dit getal f wordt gevonden door oplossing van de onbepaalde 
vergelijking 

fer —nx=l, (510) 
waarvan de coëfficiënten der onbekenden onderling ondeelbaar zijn. 


796. Daar de vergelijking (510) zoowel positieve als negatieve 
oplossingen f heeft, is voor iederen met het grondtal g onderling 
ondeelbaren deeler en voor iedere waarde van den exponent k 
zoowel het eerste als het tweede kenmerk van n°. 788 toe te 
passen. Men geeft dien kenmerken hun eenvoudigsten vorm 
door f in absolute waarde kleiner dan n te nemen. ls weer f, 
de kleinste positieve en — f, de absoluut kleinste negatieve 
oplossing, waarbij f, = n — f, is, dan neemt men f, bij het eerste 
en f/, bij het tweede kenmerk van n°. 788 als herleidingsfactor. 
Is k > 1, dan heeft het kenmerk alleen dan practische bruikbaar- 
heid als de herleidingsfactor een klein getal is, liefst een getal 
van één cijfer, of b.v. 10 of 11, daar dan de vermenigvuldiging 
met dien factor uit het hoofd kan worden uitgevoerd. 


797. Combineering der beide kenmerken van n°. 788. De 
kenmerken van n°. 788 hebben (blijkens het in n°. 796 gevon- 
dene) boven die van n°. 715 en 720 het groote voordeel, dat 
men daarbij niet aan een bepaalde waarde van k gebonden is 
en men dus den exponent k doelmatig kan kiezen in verband 
met het aantal cijfers van het getal a, welks deelbaarheid moet 
worden onderzocht. Hoe grooter dit aantal cijfers is des te grooter 
zal men ook # nemen. 
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Het is dus voordeelig het getal k in den loop der berekening 
door een kleiner getal te vervangen als het aantal overblijvende 
cijfers te klein geworden ís voor het aanvankelijk gekozen getal £. 


798. Als regel kan men geven, dat het doelmatig is bij ieder 
onderdeel der berekening het getal k zoo te nemen, dat 2k weinig 
van het aantal nog overgebleven cijfers verschilt, iets dat de 
lezer gemakkelijk zal inzien. Op de keus van k zal echter de 
waarde van den bijbehoorenden herleidingsfactor f of f’ ook nog 
van invloed zijn, daar men voor dien factor een klein getal 
wenscht. 

Verder kan men bij de opvolgende verkleiningen van het aantal 
cijfers nu eens het eerste en dan weer het tweede kenmerk van 
n°. 788 toepassen. De keus hangt daarbij van de waarde der 
herleidingsfactoren f en f’ af (verg. n°. 767). 


799. Tafel voor de toepassing der uitgebreide kenmerken 
door optelling en aftrekking. Om de kenmerken van n°. 788 
het doelmatigst te kunnen toepassen en combineeren, ook voor 
grootere waarden van A, moet men beschikken over een tafel, 
die voor verschillende waarden van k en verschillende (met g 
onderling ondeelbare) deelers n de bijbehoorende factoren f en f’ 
aangeeft. 

Dit wordt een tafel met dubbelen ingang. De kolommen 
behooren bij een zelfde waarde van k, de rijen bij een zelfde 
waarde van 7. In het gemeenschappelijke vak van zulk een 
kolom en rij zijn de bijbehoorende factoren f en f’ opgenomen. 

In de tafel worden de getallen f’ als negatieve getallen f 
geschreven. Voor ieder getal f’ staat dus het teeken —, terwijl 
(overeenkomstig het ín n°. 569 opgemerkte) voor ieder getal f 
het teeken + geplaatst kan worden. De teekens + en — geven 
dan tevens aan, dat na vermenigvuldiging met f een optelling 
en na vermenigvuldiging met f’ een aftrekking moet worden uit- 
gevoerd. 


800. Voor het tientallig stelsel laten we hier zulk een tafel 
volgen voor des waarden, sl, P2, Banes Sr VAL EEH VOO HRED 
deelers n, die kleiner zijn dan 100 en onderling ondeelbaar met 
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10; de waarden 3, 9 en 11 van n zijn weggelaten, daar de in 
n°. 704 en 722 genoemde kenmerken van deelbaarheid door die 
getallen aan eenvoudigheid niets meer te wenschen overlaten. 

Inzonderheid ís de tafel van belang voor getallen n, die een 
macht van een priemgetal zijn (zie n°. 703), waarom deze getal- 
len vet gedrukt zijn. De getallen f en f’ zijn niet steeds beide 
in de tafel opgenomen; ís b.v. vermenigvuldiging met f zeer be- 
slist minder eenvoudig dan vermenigvuldiging met f’, dan is 
alleen het getal f’ opgenomen. 


Tafel voor kenmerken van deelbaarheid voor deelers 
beneden 100. 


| | 
eeb Zl e80 of 10 
| | | | 
Di 4 Te DN Dn 2 
rh EO Ae — 2 3 1 5 
TN et0 4e Ke Alde 3 | 
Ofslûleteljs A 3) E10 hek Tee 
+ 8 +11 a, + 54 9 
dn Ot — 4 10 | — — 8 
EN 4E + 7 nin 
4E AN BES el O teelde 2 
+ 4 TO ded + 4 
eN Ee — 2 En 
tener 3 + 9 IE | 
PII 5 NG etl | Std 
BE TOle Ee 1 PA el nl OR 
ed GEN: nn 
de, 3d 9 11+ 44+ 12+ 7 [+5 
de 0 2-6 si 
; Hot 4 Odlo 14 20 te An 
elle n3 12 SES — 11 — 6 
Beebe LO En Wiet eek 10+. Tt 10 
È OL ERO TONE sel nn 
„37 [11 | zee 1 19 11 | — 11 


TCR | | hie 
1 Sal EE ENA 45 SOE TREE NONE 
DNR 
PEETERS EE Pe 
39 Ek, BETA 
Hos tO le A Etó Een STO ee 
Alp te 05 — 4 — 25 
Ks OA TENG NT E10 | 21} +4 15 
EE E59 TD 
| ES A 7 +23|+ 7 Bien 
da 4 ak meden 4 
5 ee27 | +19 + 23 
49 Ih leen 50 NS RRD 
EENES) 19+ 7 16+ 22 
A5 REN93 SLA ED — 8 
ke + 15 + 244 13 
53 fs 5 SEA EE ee Te LZ 
+ 404 4 RVA ENEN SET, TR 
EN 4 40|H 44 24| + 26 
id eeN Ae BER pe Ek 
BET BETE E 
OEREN 251 33 pO BN Aal Kh 1 
We 10 Pel Ontten een 10 
63 TRG —17|— 8|— 26 
1540 4 + 26| + 16| + 15] + 35 
OLNE ONT WSE 32 
SR et RR + 13 
69 hel sel Ee 
+ 12 +20 4 2 + 27| + 24 
AET ik ht — 2% 
| 2 PAT VERO ere 22 
73 EEE EN, mn) | — 21) 
230 EE HE) 
LEO 30e | 
ee + 38 + 22+ 18 
9 EER A ee en TE, — ui zi 


EN | | | 
| Tod | 4 5 6 Aare ts Jie Dep 
a \ é : | | | 
| + 55| RSA 28 ENOR 101 | 
RAPE ord 4 | dt) 
ASN AA  OTP7e 1 1 26 + 38 
SAE 30 — 14— 18[—- 35|— 45) 
ei + 40/4 4 67 Fe a4) 
TE Ee EE BL Ee: 
RO 7 A2 OTP PSB, | 
89 EA NIS eeb 
15 + 9104 1 +, 9 
de TD (ej ERD 10e | 
+ 28/4 40/4 4| 4 19 + 16 + 25 
ee — 2% Ze LED | 
Ei 4 55| + 54 der ghen cole 6 1590 2 
Te er BR | 
|» BEL OEE OLIE TO ISL B ON EERT 


801. Berekening der tafel van n°. 800. Om de beteekenis 
en de wijze van vervaardiging der tafel van n°. 800 nader toe te 
lichten nemen we als voorbeeld n = 23. De daarbij behoorende 
rij wijst aan, dat de getallen 
tent Ue rl Orel SOLO 64% 108, 
Ee On LO lenen Pe leners OS tT, 1 10 10 PER 
alle door 23 deelbaar zijn. 

De getallen 7, 3, — 2, 9, — 6, 4, 5, — 11, — 8, — 10 kun- 
nen door het oplossen der onbepaalde vergelijking 
f. 10° —23x = 1 
voor k= 1, 2, 3, ....… 10 verkregen worden. 


802. Eenvoudiger is het echter meer probeerenderwijs te werk 
te gaan. Voor n = 23 vindt men het getal uit de kolom k = 1 
door een veelvoud van 23 te zoeken, waarvan het laatste cijfer 
l of 9 is; men komt dan tot 3.23 =69 = 7.10 —1 (verg. 
n°. 776 en 777). Om nu daaruit een getal f. 10° — 1 of f/. 10° +1 
af te leiden, dat door 23 deelbaar is, bepalen we een veelvoud 
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van 23, dat op 3 of 7 eindigt. Zulk een veelvoud is 238, hetgeen 
tot het door 28 deelbare getal 
(7.101) +23 10 = 8108 
voert. Daaruit vindt men weer het door 23 deelbare getal 
23.102 —(3.10?—1)=2.108 +1. 

Om daaruit een door 23 deelbaar getal f . 10t + 1 off”. 10*— 1 
af te. leiden zoeken we een veelvoud van 28, dat op 2 of 8 
eindigt. Zulk een veelvoud is 4. 23 = 92, zoodat het getal 

92.108—(2.108 +1) =9. 104 — 1 
door 23 deelbaar is. Men zoekt vervolgens een veelvoud van 
28 datOpsaorskendiethenz. 

Op de ín n°. 803—808 aangegeven wijze kan de berekening 

echter nog verder vereenvoudigd worden. 


803. Eenvoudiger berekening der herleidingsfactoren. We 
onderstellen verder het grondtal g van het talstelsel willekeurig 
en nemen aan, dat f zoo bepaald is, dat fg — 1 door n deel- 
baars iss (zie shet. tabelletjeevan: n°. 274) ndussdate sf der bijktesn 
behoorende herleidingsfactor is. 

Wegens de deelbaarheid van (fg)* — 1, of ffe* — 1; door fe — 1 
is dan ook f*g* — 1 door n deelbaar. Hieruit blijkt, dat f* de 
bij een willekeurigen exponent k behoorende herleidingsfactor is 
als f den bij k = 1 behoorenden herleidingsfactor voorstelt. De 
gevonden factor ff kan nu natuurlijk verder nog in absolute 
waarde worden verkleind door vermeerdering met een (positief 
of negatief) veelvoud van n (zie n°. 765). 


804. Het in n°. 803 gevondene kan ook zoo worden uitge- 
drukt, dat de bij k = 2, 6, 4, enz. behoorende herleidingsfactoren 
resp. de resten zijn van f°, f°, f*, enz. bij deeling door n als f 
de bij k == l behoorende herleidingsfactor is. Die factoren kun- 
nen dus op de ín n°. 744—746 besproken wijze berekend wor- 
den; slechts is er dit verschil, dat men nu niet van het grond- 
tal van het talstelsel, maar van het getal f uitgaat, hetgeen echter 
geheel bijkomstig is !). 


5) In n®, 809 zal blijken, dat de factoren ook resten van machten 
van het grondtal zijn. | 
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Uit het voorgaande blijkt, dat de herleidingsfactoren f‚ die in 
een zelfde rij der tafel van n°. 800 voorkomen (dus bij een 
zelfde getal n behooren) een periode van resten (zie n°. 733) 
vormen, zoo die rij slechts ver genoeg wordt voortgezet. 


805. Uit het in n°. 804 gevondene blijkt, dat, als men op een 
factor 1 komt, de voorafgaande herleidingsfactoren in dezelfde 
volgorde terugkeeren. Dit beteekent, dat, als gf — 1 Yen fg* — 1 
beide door n deelbaar zijn, dit ook met fg**t — 1 het geval is, iets 
dat trouwens ook onmiddellijk ís af te lezen uit: 

We heel pa OP nl). 
In de tafel is het repeteeren der herleidingsfactoren waar te 
nemen voor 

entel eer lsordtdddl AIr Ld 7e 8lr 91,99, 
terwijl dit ook voor de overige waarden van zn het geval zou 
zijn zoo de tafel voor grootere waarden van k was-voortgezet. 


806. Komt men op een herleidingsfactor — l, dan keeren de 
voorafgaande factoren met tegengesteld teeken terug (zie n°. 741). 
Dit beteekent, dat, als gf +1 en fg* — 1 beide door n deelbaar 
zijn, ook fe*** + 1 door n deelbaar is, zooals ook onmiddelijk uit 

gt +1) + (fet — 1) = fag +1) 
issafte.lézen: 

In het beschouwde geval is het aantal herleidingsfactoren eener 
periode even *). Is omgekeerd dit aantal even, dan komt er stellig 
een factor — 1 zoo n een macht van een oneven priemgetal is 
(zie n°. 741). In de tafel van n°. 800 is ‘dit waar te nemen voor 
heel I8nd A l9s/3, 

Voor andere waarden van # kan echter het aantal factoren 
eener periode even zijn zonder dat een factor — 1 verschijnt. Is 
g even, dus „ oneven (wegens de onderlinge ondeelbaarheid van 
g en 7), dan kan zich dit geval alleen voordoen als n door 
minstens twee oneven priemgetallen deelbaar is. De tafel wijst 


1) Hierin is t het aantal resten eener periode behoorende bij machten 
van 2, dus het door de tafel van n®. 747 aangegeven getal. 

2) NI. 2 als f’ het kleinste getal is, waarvoor gf + 1 door n deel- 
baar is. 
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dit geval aan voor n= 21, 33, 39, 63, 99. Zooals men aan n = 77 
of 91 ziet, kan echter ook bij een door meerdere oneven priem- 
getallen deelbaar getal n een herleidingstactor — 1 optreden. 


807. De beschouwingen van n°. 803—806 leveren het een- 
voudigste middel om de bij k = 2, 3, 4, enz. behoorende factoren 
te berekenen (waarbij men nog op de in n?. 744—746 gemaakte 
opmerkingen te letten heeft). Evenals in n°. 802 nemen we als 
voorbeeld n= 23. Duiden we den bij den exponent £ behoo- 
renden factor door fx aan en heeft men (volgens het tabelletje 
van n®. 777) gevonden f, = 7, dan is de verdere berekening: 

et ek 
fs = ff» S= 2 


fa = fy" = 9, 
Ís = haf = — 6 
fe = fz = 4, 


JE = ff; + 23 = 5, 

Ís = ffe or OAT HI 
fake =— 8, 

ho = fsf; nin 40 


808. Bovendien is nog een vereenvoudiging aan te brengen 
als men een door 10 deelbaren herleidingsfactor vindt. De vol- 
gende factor wordt dan nl. eenvoudig verkregen door eerstge- 
noemden factor door 10 te deelen. Immers behoort bij een zekere 
waarde van k de factor 10d, dan is 10d „10® — 1, dus d.10%*1— 1, 
door n deelbaar, zoodat d de bij den exponent 2 + 1 behoorende 
factor is. 

Als voorbeeld nemen we n = 93. Daarvoor wordt gevonden 
Js= 40,ewaaruit mene directhstot frs 4 besluit Zondermsdeze 
opmerking zou de berekening van f, aanmerkelijk minder een- 
voudig geweest zijn, nl. aldus: 

Jeha rd 28 ADE ZN ISR 

Als tweede voorbeeld nemen we n = 57. Volgens het tabelletje 
van snf: 9/77 Sis heter Zee et ass numechtenvoordeenosdezs 
waarde door de absoluut grootere waarde 40 te vervangen, daar 


men dan direct vindt f, = 4 (hetgeen eenvoudiger is dan de 
berekening van f, uit 17%. 


5 
| 
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809. Verband tusschen de tafels van n°. 743 en 800. Is t 
het kleinste natuurlijke getal, waarvoor g' — 1 door n deelbaar 
is, dus het aantal verschillende resten, die g, g°, g° enz. bij 
deeling door n opleveren, dan is voor k St het getal 

ggk ZEN 
door n deelbaar. Hieruit blijkt, dat de bij den exponent k 
behoorende herleidingsfactor g'-* is of een getal, dat daaruit 
door vermeerdering met een z-voud ontstaat. Neemt men den 
herleidingsfactor zoo klein mogelijk, dan is deze dus de rest der 
deeling van gf” door n. We zien dus, dat de bij k = 1, 2, 8, 

.… t behoorende herleidingsfactoren niets anders, zijn dan de 
resten van 

fd Vrsen Our hr ] 
bij deeling door n *). 

Voor de berekening dier factoren, zoo men deze in een beperkt 
aantal wenscht, ís het echter aangewezen niet de machten van 
2, maar (zooals in n°. 803 en volg. is aangegeven) die van den 
bij kl = 1 behoorenden herleidingsfactor te berekenen, daar men 
anders juist de herleidingsfactoren, waarom het te doen is, het 
laatst vindt. 


810. Uit het in n°. 809 gevondene blijkt, dat de periode der 
On oren ehaprende herletdingsfactoren. fj, far fs 
ESE DETLOUENAEN FESten soan flies lies Ui deeling 
door n, dezelfde is als de in n°. 736 en volg. beschouwde periode 
der resten van machten van het grondtal g, maar in omgekeerde 
volgorde. 

Is dus eenmaal de tafel van n®. 743 samengesteld, dan kan 
men daaraan onmiddellijk de in de tafel van n®. 800 opgenomen 
herleidingsfactoren ontleenen voor de getallen rn, die een macht 
van een priemgetal zijn. Zoo geeft de tafel van n°. 743 als 
periode der resten van machten van 10 voor n = 41 de getallen 
10, 18, 16, — 4, 1, waaruit men voor de bij n = 41 behoorende 
herleidingsfactoren vindt — 4, 16, 18, 10, 1. Evenzoo vindt men 


1) Ook hieruit blijkt onmiddellijk, dat, als een herleidingsfactor door 
g deelbaar is, de volgende factor daaruit door deeling door g gevonden 
wordt (zie n°. 808). 
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uit de door de tafel van n®. 743 opgegeven resten — 7, — 2, 
— 3, 4, 6, — 8, 5, — l voor n = 17 de volgende herleidings- 
factoren — 5, 8, — 6, — 4, 3, 2, 7, — 1, zooals gemakkelijk ís 
na te gaan door de periode der resten van machten van 10 
volledig uitgeschreven te denken. 

In het bijzonder blijkt uit het voorgaande, dat de tafel van 
n°. 747 ook aangeeft de aantallen verschillende herleidingsfactoren, 
welke bij een gegeven getal n behooren als men de tafel van n°, 
800 voor voldoend groote waarden van k voortzet, dus dat ze 
de aantallen herleidingsfactoren eener periode geeft. 


811. Voorbeelden ter toelichting. We laten hier eenige 
voorbeelden volgen, die met behulp van de tafel van n°. 800 
behandeld zijn: 

2746975223418354621 deelbaar door 99. 


4183546210 05 
6930521433 

1433 

4485 Het ís hierbij allicht eenvoudiger 
_ 85 1 afzonderlijk de kenmerken van 
7029 deelbaarheid door 9 en door 11 
29 toeste®passen, (ziel nt ONT 
EEn, 729). 


812. Als tweede voorbeeld diene: 
1868530025427316484931093 deelbaar door 57. 


12969862186 

40052680545 Men kan bij dit voorbeeld 
18402725 > ook eerst de deelbaarheid 
5281278 door 3 constateeren en 
3098 _ 11 daarna het getal op zijn 
2223 deelbaarheid door 19 onder- 
92 4 zoeken. De berekening 
WJA E20 wordt dan aldus: 


1) De getallen + 10, + 1, enz. geven de herleidingsfactoren aan 
behoorende bij het uitgebreide kenmerk door optelling, zoodat bij een 
kenmerk door aftrekking de herleidingsfactor door een negatief getal 
wordt voorgesteld (zie het voorbeeld van n°. 812). 
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1868530025427316484931093 
_ 4849310983 
29540496223 
2481115 
4371839 
EEN 
2920 
de 
Posted, 
Eenvoudiger is het echter rechtstreeks het kenmerk van deel- 
baarheid door 57 toe te passen. 


813. Als verdere voorbeelden (waarbij de deeler een priemgetal 
of een macht van een priemgetal is) nemen we: 


29739797350216452576 deelbaar door 27. 
216452576 1 
956249926 
499260 


17924390521863420576879421503 deelbaar door 89. 
158843006 


1793048774 
186097548 


625149735 
50299470 


50317396 
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85281843296458205478675934382 deelbaar door 49, 


227803146 
354251640 
106275492 
0157472 
944832 (aftrekking met positieve getallen niet 
92120 © mogelijk) 
300 
302 ae AE, 
10 
49 RAE 


Bij deze berekening doet zich bij de derde aftrekking het geval 
voor, dat de aftrekker grooter is dan het aftrektal, iets dat natuur- 
lijk geen bezwaar oplevert. 

In de voorgaande voorbeelden geeft de toepassing der deel- 
baarheidskenmerken, in vêrgelijking met de rechtstreeksche dee- 
ling, een niet onbelangrijke bekorting. 


814. Rest der deeling bij de kenmerken door optelling en 
aftrekking. Uit de betrekking (509) van n°. 788 ziet men, dat 
de getallen a en (b + fl)g* bij deeling door n dezelfde rest ople- 
veren (n is deeler van fg —1). /s r/ de rest van b—+ fl bij 
deeling door n, dan is dus de rest r der deeling van a door n 
dezelfde als van r'g*, 

Het voorgaande geldt eveneens als f negatief is (f = — f/), 
dus zoowel voor het eerste als voor het tweede kenmerk van 
n°. 788. /s bij toepassing van laatstgenoemd kenmerk b— f'l 
negatief (zooals bij de derde aftrekking van het laatste voorbeeld 
van n°. 818, welke aftrekking met positieve getallen niet mogelijk 
is) en r” de rest der deeling van f'l— b door n, dan is de rest 
der deeling door n voor het getal a dezelfde als voor — rg. 


815. Uit het in n°. 814 gevondene volgt nu: 
Komt men na de verschillende optellingen en aftrekkingen, die 
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overeenkomstig de kenmerken van n°. 788 worden uitgevoerd, op 
een rest, waarvan de absolute waarde s is, dan is de rest der 
deeling van het oorspronkelijke getal a door n dezelfde als van 
(— 1)®sg*, dus van 
(— D®sr,, 

waarin u voorstelt het totale aantal aan het eind weggelaten 
nullen, r, de rest der deeling van g* door n en w het aantal 
malen, dat b — f'l negatief is uitgevallen (dus het aantal aftrek- 
kingen, die met positieve getallen niet mogelijk zijn). 

816. Voorbeelden ter toelichting. Als voorbeeld van de 
besproken restbepaling vragen we naar de rest van 

538976042312904153762248357880000 

bij deeling door 73. De berekening ís de volgende: 


538976042312904153762248357880000 
24835788 
28989550 
92898955 


9068941267 * Ì 
1267 


5627 — | 
9627 (aftrekking met positieve getallen niet 
237 mogelijk) 
3.73 = 219 
18 


In het geheel zijn 29 nullen geschrapt, terwijl eenmaal de 
aftrekker grooter dan het aftrektal was (dus u = 29, w= |). De 
gevraagde rest is dus, volgens de eigenschap van n°. 815, dezelfde 
als die van — 18. 10° Daar 10° als rest 1 en 10* als rest — 1 
oplevert (hetgeen ook uit de tafek van n°. 800 is af te lezen), 
is van 10% = (106%. 10*. 10 de rest — 10. De gevraagde rest 
is dus dezelfde als die van — 18. (— 10) = 180, dus 34. 


817. Als tweede voorbeeld vragen we naar de rest van 
10970213591765884267 4250429 
bij deeling door 19. Dit geeft de volgende berekening: 
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10970213591765884267 4230429 


674230429 ; 
2434284138 — 
2434284183 ; (aftrekking met positieve getallen 
133726278 niet mogelijk) 
EEE De 
5462 T 3 (idem) 
ee ed 
550 
3.19 = 57 
2 (idem) 


Hier is u = 24 en w= 83, zoodat de gevraagde rest dezelfde 
is als die van — 2. 10%, dus van — 2. 10 (daar 10! een rest 
l geeft). Volgens de tafel van n°. 743 geeft 10° bij deeling door 
19 een rest — 8 (hetgeen ook is af te leiden uit de tafel van 
n®. 800, nl. uit den herleidingsfactor behoorend bij k = 9 — 6 = 3) }), 
zoodat voor de gevraagde rest — 2. (— 8) = 16 gevonden wordt 
(of — 3, wat op hetzelfde neerkomt). 

De lezer overtuige zich, dat op deze wijze de gevraagde resten 
sneller gevonden worden dan door rechtstreeksche deeling. 


818. Quotiënt van een opgaande deeling bij de uitgebreide 
kenmerken door optelling en aftrekking. Op soortgelijke wijze 
als in n°. 781—784 kan ook bij toepassing der meer algemeene 
deelbaarheidskenmerken van n°. 788 het quotiënt bepaald worden 
in geval de deelbaarheid blijkt te bestaan. 

Is n een deeler van fg — 1, is dus voor een zekere waarde van 
n aan de vergelijking (510) van n°. 795 voldaan, dan kan voor 
de gelijkheid (509) van n°. 788 geschreven worden: 

a=ag* — lxn; (511) 
hierin is a, =b + fl, dus het getal, waartoe a door toepassing 


1) Uit de door de tafel van n°. 800 opgegeven herleidingsfactoren 
volgen nl. omgekeerd de resten der machten van 10, en wel is de rest 


van 10 gelijk aan den herleidingsfactor behoorend bij kl = #— ! (zie 
nê. 809), of, voor het geval dat f—= 2 is, gelijk aan het tegengestelde 
van den herleidingsfactor behoorende bij k == f — / (waarbij l <t 
ondersteld wordt). 
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van het deelbaarheidskenmerk herleid wordt, terwijl / voorstelt 
het getal gevormd door de k laatste cijfers van a. 
Uit (611) vindt men voor het gezochte quotiënt: 


mm B — ÙX, (512) 


waarmede de bepaling van het quotiënt a:n tot die van het 
guotiënt a, :n teruggebracht is. Zoo kan men doorgaan. 

Het spreekt weer van zelf, dat f ook negatief kan zijn (in welk 
geval ook x negatief ís), zoodat de voorgaande beschouwingen 
ook op het tweede kenmerk van n°. 788 betrekking hebben. 


819. Past men bij den volgenden stap der bewerking (dus bij de 
herleiding van het getal a, van n°. 818) het kenmerk met den expo- 
nent £, en den (positieven of negatieven) herleidingsfactor f, toe en is 

hes —1l= xn, 
dan vindt men evenzoo: 
nen (513) 
waarin /, het getal is gevormd door de k, laatste cijfers van Q, en a, het 
getal, dat ontstaat door het door de overige cijfers van a, gevormde 
getal met f,l, te vermeerderen (dus het getal, dat uit a na tweema- 
lige herleiding ontstaan is). Uit (512) en (513) leidt men af: 


EAUERIG 


tij: mn pe OE ET bron nn is 
Evenzoo vindt men na de derde herleiding (met exponent £3): 
ded 
mi = EI — loxogtt ha — bre — Úx, 


enz. 

Het is weer het voordeeligst de herleidingsfactoren f, f,, fa, 
enz. alle negatief te kiezen (dus steeds het tweede kenmerk van 
n°. 788 toe te passen), daar dan ook x, x,, %, enz. alle negatief 
worden en dus het quotiënt door optelling van eenige (positieve) 
getallen gevonden wordt. 


820. Neemt men bij de toepassing van een der kenmerken 
van n°. 788 den exponent k eenigszins groot (grooter dan het 
aantal cijfers van den deeler 7), dan zal het getal x, waarvoor 
aan de vergelijking (510) van n°. 795 voldaan ís, uit meerdere 
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cijfers bestaan, hetgeen de berekening van het product /x (waar- 
van de factor / eveneens uit meerdere cijfers bestaat) min of meer — 
bewerkelijk maakt. In nog sterkere mate is dit het geval als 
men bij de verschillende herleidingen verschillende exponenten 
kiest (zooals bij de voorbeelden van n°. 811—813), daar dan ook 
de getallen x, %, %, enz. verschillend zijn en dus niet (zooals 
in n°. 783) de verschillende vermenigvuldigingen door één enkele 
vermenigvuldiging kunnen worden vervangen. Daarbij komt nog, 
dat men voor de quotiëntbepaling met willekeurige exponenten 
niet alleen zou moeten beschikken over een tafel der herleidings- 
factoren (die van n®. 800), maar ook over. een tafel, die voor 
verschillende deelers en verschillende exponenten de getallen x 
opgeeft. Dit maakt de besproken quotiëntbepaling voor grootere 
waarden van k vrijwel onbruikbaar, als achterstaande bij gewone 
deeling, zooals de voorbeelden van n°. 821 doen zien. 


821. Voorbeelden ter toelichting. In het eerste voorbeeld 
van nê. 813 is gebruik gemaakt van de deelbaarheid der getallen 
10° — 1, 10.108 — 1, 108 — 1, 8.10 +1 

door 27; de quotiënten zijn resp: 
37037037, 37037, 37, 3. 


Volgens het in n®. 819 gevondene is dus het verlangde quotiënt: 
2.38.10 — 822.37. 10 — 49926. 37037 . 10° — 
— 216452576 . 37037037. 
De becijfering hiervan is bewerkelijker dan gewone deeling. 
Bij het tweede voorbeeld van n°. 813 is gebruik gemaakt van 
de deelbaarheid van 
2.108—1, 8.10? +1, 9.10 — 1 
door 89, waarbij de quotiënten resp. zijn: 
ATD EE hens en 
Voor het quotiënt wordt dus gevonden: 
1030 — 4,10 — 4,10% 49 (5.10 + 96, 102%) — 
— 2247191 (25149735 . 105 + 93048774 . 10° + 79421503) = 
= 10% — 44. 102 + 9.596. 10%* — 2247191 . 251497359304877479421503. 


Ook hier is gewone deeling te verkiezen. 


822. De in n°. 818 en 819 besproken quotiëntbepaling levert 


en edi beenen en 
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echter voordeel op als men bij alle herleidingen denzelfden expo- 
nent en denzelfden herleidingsfactor (dezen laatsten liefst negatief) 
gebruikt en den exponent zoo klein neemt, dat het getal Xx 
slechts uit enkele (b.v. een of twee) cijfers bestaat. 

Zoo is bij het eerste voorbeeld van n°. 793 x= 13 (wegens 
299 = 13.23). De in n°. 793 voorkomende berekening levert 
dus voor het quotiënt: 

12.102 — 13. 743972950062 = 12. 10’? — 9671648350806 = 

— 2328351649194. 

De berekening van n°, 794 (waarbij van 2001 = 87 . 23 gebruik 

gemaakt is) doet hetzelfde quotiënt aldus vinden: 
— 33. 10! + 87 . 406073007462 = 


= — 33. 107 + 35328351649194 = 2328351649194, 
823. De quotiëntbepaling wordt even eenvoudig als die van 


n°. 781—784 als het getal x slechts uit één cijfer bestaat. We 
laten hiervan een voorbeeld volgen, waarbij k= 2 is: 


20788314968102357 deelbaar door 67. 


114 
0909 —° 
18 
Wij 
182 
785 * 
170, 
2977 
154 
TER 
Voor het quotiënt wordt (wegens 
150, 901 = 3.67) gevonden: 
636 9. 104 + 3. 36757785910957 — 
12 9 — 310273357732871. 
ali Abd of Nadat de deelbaarheid door 67 


geconstateerd is loopt deze quotiëntbepaling aanmerkelijk sneller 
dan gewone deeling. 


824. Toepassing op de ontbinding van een getal in priem- 
factoren. Om een getal a ín priemfactoren te ontbinden onder- 
zoekt men achtereenvolgens of a door 2, 3, 5, 7, 11, enz. deelbaar 
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is; hierin zijn 2, 3, 5, 7, 11, enz. de naar de grootte gerang- 
schikte priemgetallen, die we door p;, ps, P3, enz. voorstellen. 
Men heeft nu: Ô 

Het getal a is priem als het door geen der priemgetallen p,, 
Pa «> Pr deelbaar is en voldaan is aan: 


en jn (514) 


Immers uit (514) volgt: 
DE 5 Ze ip, Deore 
UD DI Dre rk 
dus: 
AS Pian. 
Volgens de eigenschap van n®. 196 ís a dus een priemgetal. 


825. De eigenschap van n°. 824 is vooral van nut als men 
de deelbaarheid door gewone deeling onderzoekt, daar men dan 
ook de partiëele quotiënten der niet-opgaande deelingen vindt. 

Als voorbeeld nemen we a= 2531. De deelingen daarvan 
dôor=2,23, o/oeall,e lS 17 IOS ELIS IS AIR 
blijken niet op te gaan, terwijl men voor het laatste quotiënt, 


dus voor Ee vindt 53, d. í. het op 47 volgende priemgetal. 
Bijgevolg is 2531 priem. 


826. Dat 2531 niet door 2, 3, 5 en 11 deelbaar is, ziet men 
onmiddellijk uit de bijbehoorende kenmerken van deelbaarheid. 


Dat deelbaarheid door 7, 13, ....… 47 niet bestaat, blijkt met 
behulp van het tabelletje van n°. 777 of de tafel van n°. 800 aldus: 
2531 (7) 2531 (13) 2531 (17) 2531 (19) … 
ned Eed Ee E42 
Rp Dn Eke 
2531 (23) 2531 (29) 2531 (37) 2531 (41) 
260 +7 243 En gd 
+3 e= et 
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2531 (43) 2531 (47) 
DURE 14 
ne 239 | 
39 

ELS 


De tusschen haakjes geplaatste getallen wijzen de deelers aan, 
waarvan de deelbaarheid op 2531 wordt onderzocht. Den deeler 
31 hebben we overgeslagen, daar onmiddellijk te zien is, dat 
2531 niet door 31 deelbaar is; men kan nl. direct de laatste twee 
cijfers van 2531 schrappen. 


827. Zooals het volgende voorbeeld doet zien kan men soms 
nog enkele bekortingen aanbrengen. Heeft men geconstateerd, 
dat het getal 5417 door geen der priemgetallen beneden 60 deel- 
baar is, dan is uitgesloten, dat 5417 een product van drie priem- 
getallen ís. Onderzocht moet dus nog worden of 5417 een 
product van twee priemgetallen grooter dan 60 is, welke priem- 
getallen geen andere dan 61, 67, 71, 73, 79, 83 en 89 kunnen 
zijn. Was 5417 deelbaar door 61, dan zou de complementaire deeler 
een op 7 eindigend priemgetal, dus 67 moeten zijn; daar men 
echter direct ziet, dat 61.67 < 5417 is, gaat de deeling door 
61 niet op. Evenzoo ziet men uit 67.71 < 5417, dat 5417 niet 
door 67 en niet door 71 deelbaar is. Was 5417 door 78 deelbaar, 
dan zou de complementaire deeler een op 9 eindigend priemgetal 
moeten zijn; daar echter 73.79 > 5417 is, besluit men tot het 
priem zijn van 5417. 


828, Heeft men een getal a op zijn deelbaarheid door de op- 
volgende priemgetallen p,, ps, P3, enz. onderzocht en is p; het 
eerste priemgetal, waarvoor de deeling opgaat, dan is het quotiënt 


En door geen der getallen p,, ps, ... „ Pi—1 deelbaar, zoodat men 


dit verder nog slechts op zijn deelbaarheid door p;, p;+1, enz. 
heeft te onderzoeken. Is dus E) < pj, dan kan men direct tot 
het priem zijn van En besluiten. 


Als voorbeeld nemen we de ontbinding van 3109738801 in 
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priemfactoren. Dit getal blijkt niet deelbaar te zijn door 2, 3, 
5,7 en 4ll, welt doot 18. Hetrquóttentmis 2359210077 NS 
niet deelbaar door 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37 en 41, wel door 
43. Het quotiënt is 5063039, dat weer door 43 deelbaar ís en 
129373 als quotiënt oplevert. Dit ís niet deelbaar door 43 en 
47 deelbaar, wel door 53. Het quotiënt is 2441. Daar dit getal 
< 53° is, is het priem, zoodat de verlangde ontbinding is: 
8109738801 = 13. 43°. 53. 2441. 

Wij laten hier voor de opgaande deelingen de toepassing van 
het deelbaarheidskenmerk (met behulp van de tafel van n°. 800) 
en de quotiëntbepaling (volgens n°. 818 en 819) volgen. 


3109738801 : 13. Daar 1001 = 77.13 is, vindt 


OOI 1 men voor het quotiënt: 
8937 =D KA OST AL AS LON 
937 bol Oss bo 3021 0071 
DA 4 | = 2239210677. 
(ARE 
— 689 = — 53.13 
2389210677 : 43. Daar" SOL Seles ris EVEL 
231 3 men voor het quotiënt: 
E85 — 1047". 93751 A= 
225 3 in LO 00 dn 
695 — 5563039. 
279 
drin 
9063039 : 43. Voor het quotiënt wordt 
Le 3 gevonden: 
513 5 10fer 70161339 
59 8 — 106 + 1129373 = 
516 — 129373. 
48 8 
er 
ASB) Daar SOF =S bAn RT 
657 men voor het quotiënt: 
636 19-53 Tael OST 7 


= 12. 10% + 1241 = 2441. 
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829. Uitbreiding der eigenschap van n°. 824. De eigen- 
schap van n®. 824 kan aldus worden uitgebreid: 
Het getal a is priem als het door geen der priemgetallen p‚, 


Pa» «…- „ Pr deelbaar is (waarin p‚, ps, Pz, .…….. de naar de grootte 
gerangschikte priemgetallen zijn) en voldaan is aan: 
Ee) < Pear — Pe = Per + (Peer — pi) (515) 


Uit (515) volgt nl, als men ps+1 — pr = Mm Stelt: 
as (5) ip ip, S (Pear TM) (Pr+1 — MI) = 
= Pri — MSS Par 
830. Daar p‚.1 — pe = lis, dus 21 — Pr = Pr+1 + 1, is aan | 
(515) voldaan als aan (514) voldaan is, zoodat de eigenschap van 
n°. 824 in die van n°. 829 ligt opgesloten. 


Als voorbeeld van een toepassing der eigenschap van n°. 829 
nemen we a = 9281. Dit getal blijkt door geen der priemgetal- 


len tot en met 89 deelbaar te zijn, terwijl men vindt Eel —= 104. 


Dit is kleiner dan 97 + (97 — 89) = 105 (waarin 97 het op 89 
volgende priemgetal ís), waaruit men in verband met de eigen- 
schap van n®.-829 tot het priem zijn van 9281 besluit. De eigen- 
schap van n@. 824 ís nu niet van toepassing. 


S 3. Deelbaarheid der faculteiten. 


831. Ontbinding van „! in priemfactoren. Het is duidelijk, 
dat in n! geen andere priemfactoren voorkomen dan die, welke 
S n zijn. Immers een priemgetal > n is op geen der factoren 
van het product, 1.2.38....n deelbaar, dus ook niet op het 
product (zie de eerste formuleering der eigenschap van n®. 199). 

We beschouwen nu een priemgetal p, dat S zis, en vragen naar 
den exponent, waarmede de priemfactor p in n! voorkomt. 

Het getal p is alleen op de factoren 


DID OPhE Een 5p (516) 


van het product 1 .2,8....n deelbaar, daar 5 En ip SiS: 
Er kunnen echter in het product factoren voorkomen, die door 
een hoogere macht van p deelbaar zijn, als nl. n =p?’ is. De 


door p° deelbare factoren van het product zijn dan: 
MES ZD NOD oee” 


dus ten getale van Ee aanwezig; dit laatste geldt ook nog als 


n<p° is (in welk geval geen enkele der n factoren door p? 
deelbaar is), daar dan El — 0 is. Evenzoo zijn El factoren van 


het product door p? deelbaar, enz. 

Dit voert tot de volgende eigenschap: 

De exponent e(n), waarmede het priemgetal p in n! voorkomt, 
wordt aangewezen door 


(7) = 5 de Ei JE Fl + Lo tar (517) 


415 


welke som over alle van nul verschillende termen moet worden 
uitgestrekt. 

Immers een der factoren 1, 2, 3, .... n, die door p' en geen 
hoogere macht van p deelbaar is, geeft aanleiding tot í factoren 
p in nl. Echter geeft die door p' deelbare factor ook juist een 
bijdrage í tot het tweede lid van (517), daar hij medegeteld is 


onder de 5 door p deelbare factoren, onder de il door p? 


2 
deelbare factoren, enz. en eindelijk onder de B door pi deel- 
bare factoren en dus i-maal in rekening gebracht is. 


832. In de door LEGENDRE gegeven formule (517) *) kan men 
de som natuurlijk ook over meerdere termen dan de van nul 
verschillende uitstrekken, daar deze meerdere termen aan de som 
niets veranderen. Men kan voor (517) dus ook schrijven: 

n n n n 
(ri) = B En 5 + Bl REE al (518) 
waarin j willekeurig mag worden aangenomen, mits zoo dat 
fel S IS. 

In den vorm (518) geldt de formule ook als p > n is. In dat 
geval zijn nl. alle termen in het tweede lid van (518) nul, zoodat 
men naar behooren e(n) = 0 vindt. 


833. Omvorming der formule van Legendre. Stelt men 


dan is volgens de eigenschap van n®. 457: 


DLM 


zoodat de termen in het tweede lid van (517) ook aldus gevon- 
den kunnen worden: 


n= af) n= n=) 19 


1) De formule komt voor in het in 1798 verschenen groote werk 
„Essai sur la théorie des nombres” (voor de derde maal gedrukt in 
1830 onder den titel „Théorie des nombres”) van ADRIEN MARIE LEGENDRE 
(1752—1833). 
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Voor de berekening van den exponent ez), waarmede p in nl! 
voorkomt, ís dit de aangewezen weg. 

Door zoo dien exponent te bepalen voor ieder priemgetal, dat < 7 
is, krijgt men een volledige ontbinding van zn! in priemfactoren. 


834. Men kan den ín n°. 833 gevonden algorithmus ter bepa- 
ling van den exponent e(n) ook geheel onafhankelijk van de 
formule (517) van LEGENDRE verkrijgen. Blijkens het in n°. 831 
opgemerkte komt het priemgetal p in n! met denzelfden exponent 
voor als in het product der getallen (516), dus als in 


q! p“. 
Evenzoo komt p in q,! met denzelfden exponent voor als in 
qe! p”2, 
in q,! met denzelfden exponent als in 
Js! ps, 
enz. De factor p komt dus in 2! met denzelfden exponent voor als in 
ANKEREN PRS a le 
De getallen g,, Qs, q3, .…... worden (blijkens hun door (519) 


aangegeven beteekenis) steeds kleiner, zoodat men eindelijk op 
een getal stuit, dat <p is. Is dit g,, dan is q,‚, niet meer door 
p deelbaar, zoodat p in n! met den exponent q, + qa +... +g, 
voorkomt. 


835. Als voorbeeld nemen we de ontbinding van het getal 
50!, waarin de priemfactoren É 
ABDe Alltel LEZE Re Len NSE 
voorkomen. De bepaling der exponenten, waarmede deze zijn 
aangedaan, loopt als volgt: 


Bs Be Be Fer 
Jen Mee Wea Hes 
E-e B-t 
lan 

5-1 


Ree se 


507 _ fa07 _ ral _ F507 _ F5 _ F50 
ao) = lar) = 37) = lan) = laa) = lr) =" 
Hieruit blijkt: 
Ne one niger 9% 233,99, 31 37,41 ,43. 47. 
Het aantal deelers van 50! bedraagt dus volgens de formule 
(241) van n°. 393: 
48.23.13.9.5.4.38. 28 = 4464046080. 
De som dier deelers is (zie de formule (245) van n°. 398): 
es LD hm Ee Arn ek 
ge). S mn: shed Pt 1 18 Vaal 7d 1 
2 4 6 10 12 16 
198—1 23%-—1 
Ee ‚90.32.38.42.44. 48 = 
iN TS (LIS ILSE (179— 1) (198 — 1) (235 — 1). 7008 
ERE PT EN RENE EES ii 3 ee 
— 608076 (248 — 1) (325 — 1) (55 — 1) (7° — 1) (115 — 1) (18*— 1) (17% — 1) (23% — 1). 


836. Deelbaarheid van (a: + a + .... +a;)! door a, ! 
az ! etereie ak |. Is 
(EE ande a enal 
dan is volgens de formule (518) van n°. 832: 


ne] B] 

AP) e= A nel ed le er ld A 520 
waarbij j thans zoo gekozen is, dat p/*! grooter dan n, dus ook 
grooter dan ieder der getallen a,, as, ... …„ axis. Uit (520) volgt: 


e(a,) + eas) +... + ela;) = Ek: Eler +[E]- 


Zl 


In verband met de eerste der ongelijkheden (287) van n°. 460 
volgt hieruit: 


p 
(ay) lij ern oer rhrel a) =S = eel el}; 
dus: 
(ni) sclar) tag) T's. Hela). (521) 


Hieruit blijkt, dat het priemgetal p in „n! met denzelfden of 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde, Pi 
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grooteren exponent voorkomt als in a,! as! .... a |. 

Daar dit voor ieder priemgetal geldt, vindt men in verband 
met de eigenschap van n°. 392: 

Het getal (a, + as + .... + a)! is deelbaar door het product 


Bl annen Ode 


837. Uit de eigenschap van n°. 836 volgt in het bijzonder, 
dat (a + 6)! door a! b! deelbaar is, dus dat 


gd 


EEE DOLD AN 


door a! deelbaar ís. Dit geeft de eigenschap: 

Het product van a opvolgende natuurlijke getallen is deelbaar 
door al. 

Deze eigenschap volgt ook onmiddellijk daaruit, dat het aantal 
Câ+o der combinaties van-a+b elementen in groepen van a 


gelijk is aan ad (zie n°. 330). 


838. Evenzoo volgt de meer algemeene eigenschap van nê. 
836 direct uit het in n°. 341 gevondene, volgens hetwelk het 


aantal permutaties van a, + 4, +... . + ax elementen, die bestaan 
uit groepen van a, 49, .……… „ Gr gelijke elementen, gelijk is aan: 
AP a ten ed A 
ia aeron 


Dit getal treedt ook op als polynomiaalcoëfficiënt, nl. als 
de coëfficiënt van 
OrLDS ED 


in de ontwikkeling van de (a, + as + .... + ax) macht van het 
polpnontiunr bj tbe tent De (zieen?. 366): 


839, Stelling van Catalan omtrent deelbaarheid van (a+-b—l)! 
door a! 6!. In n° 384 is reeds opgemerkt, dat, als n een priem- 
getal is, de polynomiaalcoëfficiënten van de nde macht, met uit- 
zondering van die, welke behooren bij exponenten die alle op 
een na nul zijn, door n deelbaar zijn. In het bijzonder volgt 
hieruit: 
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(a+ b)! 


Het getal TN waarin a en b natuurlijke getallen zijn ie 


en a+ b priem is, is deelbaar door a + b. 
Men heeft dan dus: 
(a + 5)! =a!b! (a + b)v, 
(atb —l)!=alb!ov, 
zoodat de eigenschap ook aldus geformuleerd kan worden: 


Zijn a en b natuurlijke getallen en is a +b priem, dan is 
(atb — 1)! deelbaar door a! b!. 


840. De eigenschap van n®, 839 is door CATALAN ?) in 1874 
aldus uitgebreid: 

Zijn a en b onderling ondeelbaar, dan is (a+ b — 1)! deel- 
baar door a! b!. 

Uit de deelbaarheid van (a + b — 1)! door a! (b — 1)! en door 
atb) 
(a— 1)! (6 —1)! 
door b deelbaar is, dus (wegens de onderlinge ondeelbaarheid 
van a en &) door ab. Dit beteekent, dat (a + b — 1)! door 
(a— 1)! (b —1)! ab =a! b! deelbaar is. 

De eigenschap kan ook zoo geformuleerd worden: 

Een binomiaalcoëfficiënt van de n®® macht, behoorende bij twee 
onderling ondeelbare exponenten, is deelbaar doorn. 


(a — 1)! 5! volgt nl., dat zoowel door a als 


841. Het onderstelde der eigenschap van n°. 840 sluit van 
zelf het geval uit, dat a=0 en b>l of b=0ena>l is. 
Immers voor a=0, b > 1 is b de G.G.D. van a en b, daar O 
door ieder getal deelbaar is (zie n°. 309); de getallen a en & 
hebben dan dus een GGD. die >1 is, en zijn dus niet als 
onderling ondeelbaar te beschouwen. Voor a=0, b=l of 

—= 0, a= 1, in welke gevallen a en b wel onderling ondeelbaar 
te achten zijn, blijkt echter de deelbaarheid van (a+ b — 1)! 
door a! b! te bestaan. De in de eigenschap van n°. 839 voorko- 
mende toevoeging, dat a en b natuurlijke getallen zijn, kan dus 
bij de eigenschap van n°. 840 worden weggelaten. 


1) Dit wil dus zeggen, dat a >= len b = lis. Voor a = 0 of b = 0 
geldt de eigenschap niet. 
2) EugÈNE CHARLES CATALAN (1814 —1894). 
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In de eigenschap van n°. 840 stellen a en & derhalve aantallen 
(natuurlijke getallen of nul) voor. Het onderstelde sluit echter 
uit, dat a en & beide nul zijn, daar a en & dan ieder getal tot 
gemeenen deeler hebben en dus niet onderling ondeelbaar zijn. 
Trouwens voor a =b=0 heeft (a + b — I)!, d. i. (—1)!, geen 
zin; opgemerkt zij nog, dat men de formule (166) van n°. 313 
niet kan volhouden voor n = 0, daar dit zou voeren tot 


0! Ì 
nn == 
( 1)! 0 0 Û 
terwijl El geen zin heeft (zie n°. 308). 


0 


842. De eigenschap van n°. 839 liet als bijzonder geval in 
die van n°. 840 opgesloten. Zijn nl. a en b natuurlijke getallen, 
dan zijn deze beide < a + b. Een gemeene deeler van a en b 
is een deeler van a+ hb en tevens Sa en <5, dus <a +b. 
Daar het getal a + b, als dit priem is, geen andere deelers dan 1 
en a+ b heeft, kan die gemeene deeler van a en b niets anders 
dan 1 zijn, zoodat a en b onderling ondeelbaar zijn en dus aan 
het onderstelde der eigenschap van n®. 840 voldaan is. 

We merken nog op, dat de eigenschap van n° 840 niet voor 
omkeering vatbaar is, d. w. z. dat uit de deelbaarheid van 
(atb — 1)! door a! b! niet tot de onderlinge ondeelbaarheid 
van a en & kan worden besloten. Zoo is: 

9! deelbaar door 4! 6!, 
11! deelbaar door (6!)°, 
17! deelbaar door 4! 14! en door 8! 10!. 


843. Deelbaarheid van (ka)! door (a!)*k!. In n°. 836 is 
gebleken.sdati (Odon tel ROGER ISO EREN 
baarmiseZijns dersoetallens ande en eer ERE URE 0 MON 
volgt uit het in n°, 343 gevondene (omtrent het aantal manieren, 
waarop dj +43 +....7- ax elementen in A groepen van a, 
As, «….…) Ap elementen verdeeld kunnen worden) verder nog, 


dat het quotiënt 
(ON LE 


OOTES RE EA, 


door i! deelbaar is *). 


1) Zie noot 1 van biz. 144. 
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Door de getallen a,, as, ...… ax alle gelijk te nemen blijkt 
in het bijzonder: 
Is a > 0, dan is getal (ka)! deelbaar door (a!)* k!. 


844. De eigenschap van n°. 843 kan ook zonder combinato- 
rische beschouwingen worden aangetoond. Volgens de eigen- 
schap van n°. 837 is het product 
{(k— lat lH(k—lat2}....{((k—lada—l} (522) 
deelbaar door (a — 1)!. Hierbij wordt natuurlijk a > 0 onder- 
steld; wel kan men a == l nemen, in welk geval het product 
(522) nul factoren bevat, dus gelijk is aan 1 (zie n°. 311). 

Het quotiënt der deeling van (522) door (a — 1)! is: 

(ka — 1)! 
(a — 1)! {(e — Da}! 

Hieruit volgt: 


a—l 
rs Cra=1 . 


(ka)! = {(k — Va}! a! k Char. (523) 
Evenzoo heeft men (hierin R door A — 1 vervangend): 
Near HR Da als (k — 1 Chinas 
waardoor (523) overgaat in: 
(ka)\ = {(k — a}! (alPk(k — 1) Char Cie-har (524) 
Door (523) nog eens toe te passen (na k door k — 2 vervan- 
gen te hebben) vindt men uit (524): 
(Ra)N= {(k — Ba}! (aDPk(R — 1) (k—) Chau. Chia « Cia 
Zoo doorgaande krijgt men: 
NGT Dn CED een Cage. 
Hieruit leest men de eigenschap van n°. 843 af; tevens blijkt, 
dat het quotiënt der deeling van (ka)! door (a!)* k! gelijk is aan: 
EC naer Cai) 
845. Stelling van Catalan en Bourguet. Door BOURGUET is 
in 1875 aan een door CATALAN gevonden eigenschap de volgende 
uitbreiding gegeven: 


1) Dat verder b.v. (ka + b + ce)! door (a!)*b!c! k! deelbaar is 
(a > 0), blijkt in verband met de eigenschap van n°. 836 uit 


ka + b +€)! 
AT Te Et ee (ka)! biet, 


waarin (ka)! weer door (a!)kk! deelbaar ís. 
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Is k = 2, dan is 


| (ka)! (ka,)!.... (ka;)! (525) 
deelbaar door 


de Oa leser ROEM Aint dae en (526) 
Het priemgetal p komt volgens de formule (517) van LEGENDRE 
in de uitdrukking (525) voor met den exponent 


2 7) le tAlfle 


ï p 
Red Ek 
== en mz ae p' ei herkes + pi ; 
waarbij de inte over de waarden 1, 2, 3, .... van d 


moeten worden uitgedrukt zoolang van nul verschillende termen 
optreden. 


Evenzoo komt p in de uitdrukking (526) voor met den exponent 


zl] Ee JEE [ater 


p 
plee tee 
We bewijzen nu de stelling door aan te toonen: 

Eelt Beltz 
eee 
Zij 


=p rn OSn <p), 
SEG ln Sn: 


pat Re: Ot 
Het eerste lid van (527) is dan: 
kr, 


2 kr, 
RG + gpt. tat Ahab (528) 
en het tweede lid: | 
Arata 29) 
Is nu r het grootste der getallen 7, 7, .… 
tele in eek LS RO USD ZST NSIenS 


Ha tao tt ad + [ie] 


ele la LS 
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en (529) hoogstens 
kr 
Hg, Ha tha) + |E) 
In verband met k = 2 voert dit tot (527). 


846. Derde vorm van de formule van Legendre. Men kan 
aan de formule (517) van LEGENDRE nog een anderen vorm geven 
door het getal n in het p-tallig stelsel te schrijven, aldus: 

ECH Cr Wiee == 
Oee Oren ee es Dt Co (530) 
Men heeft dan: 


B CD ee matten dele PD SC, 
Fi 
DE 


ge) = em 


terwijl | el enz. alle nul zijn. Uit bovenstaande ver- 


eis OS rn on Ca, 


5 RO 5 


gelijkingen volgt: 
Bl lt El =en(prt pr pt I+ 


_ 


T CPE pr pt IJ... ep) He = 
en (pr It cnilp ei see gen Elp SI OP 


p—l 
_ Emp" Hemp" Heap P HC) — (Cm HCmid Cg HOHO) 
Br) | 


In verband met (530) kan dus voor de formule van LEGENDRE 


geschreven worden: 
pede. it Omis Bl Md dend, + €) (531) 


p= ï 
Men vindt zoo: 
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De exponent, waarmede het priemgetal p in n! voorkomt is, 
gelijk aan 


waarin s(n) de som der cijfers voorstelt van het getal n geschre- 
ven in het p-tallig stelsel °®). 


847. Als voorbeeld vragen we naar den exponent, waarmede 
7 in 10000! voorkomt. Om dien exponent te vinden brengen 
we 10000 volgens de methode van n®. 482 (dus door opvolgende 
in het tientallig stelsel uitgevoerde deelingen) in het zeventallig 
stelsel over. De berekening is dan aldus: 


7 ian | 1428 if a 204 jé er 29 de ze 4 
7 1 A 14 | 28\ 
30 928 64 Ei 
28 28 63 
20 0 gk 
14 
60 
56 
4 In het zeventallig stelsel is het getal 10000 dus 41104, 
10000 — 10 
zoodat men voor den gezochten exponent vindt — 1665. 


6 
Volgens de ín n°. 833 aangegeven methode vindt men den 
exponent als 1428 + 204 + 29 + 4 = 1665. Beide methoden 
voeren nagenoeg even snel tot het doel. 


848. Exponent, waarmede 2 in /! voorkomt. Een zeer een- 
voudigen vorm neemt de eigenschap van n°. 846 aan als p = 2 
‚is. Daar men in het tweetallig stelsel slechts de cijfers O en 1 
heeft (zie n°. 425), luidt de eigenschap, volgens welke n op één 
en slechts één manier als een getal ín het p-tallig stelsel te 
schrijven is (zie n®. 412 en 417), dan aldus: 


1) Dat n— s(n) door p — 1 deelbaar is, ligt in de eigenschap van 
n®. 710 opgesloten. 

2) De juistheid der eigenschap voor p >> n (in welk geval genoemde 
exponent nul is) blijkt ook direct daaruit, dat „# dan in het p-tallig 
stelsel een getal van één cijfer is, dus s = n. 


# 
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Een natuurlijk getal is steeds, en op slechts één manier, als 
een som van verschillende machten van 2 (de nulde macht inbe- 
grepen) te schrijven. 

De eigenschap van n°. 846 luidt dan: 

De exponent, waarmede 2 in n! voorkomt, is gelijk aan n — Ss, 
waarin s het aantal verschillende machten van 2 voorstelt, waar- 
van n de som is. 


849. Als voorbeeld vragen we naar den exponent, waarmede 
2 in 62300! voorkomt. De berekening is aldus: 


62300 = 2. 31150 
AID Sie 15070 d 
WET Tk ta 
ARE MASA ek; 
3893 = 2. 1946 +1, 
1946 = 2. “978 
DAs ZEER AGOET 1e 
OO 240 
Zei ed WA ad LA 
WEL GORE 


60 = 2. 30 É 
OU 15 4 
LORE dein ls 
LL 2 ak 
Oe hank 


In het tweetallig stelsel wordt 62300 dus geschreven als 
1111001101011100, 


zoodat de gevraagde exponent gelijk is aan 62300 — 10 = 62290. 
De methode van n°. 833, volgens welke de som der 15 partiëele 
quotiënten (31150, 15575, ....… 3, 1) gevormd moet worden, is 
nu minder aan te bevelen. 


850. Men kan de omvorming van het getal 62300 tot het 
tweetallig stelsel bekorten door geen deelingen door 2, maar b.v. 
door 2% = 8 uit te voeren. Men vindt dan: 
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62300 = 8. 7787 +4, 
1TSR MOTIE 
GTS SKOR 
TAS ded 
Eerden reld: 
Daar nu de resten 4, 3, 5, 1, 7 en het laatste quotiënt 1 in 
het tweetallig stelsel resp. zijn: N 
TOO teld et O1 el ENE (532) 
vindt men voor 62300 in het tweetallig stelsel: 
bs 101 Ils 10 Sell OLE TOL TOEN Pee LO te 
— 1111001101011100. 
Daar het alleen om het aantal in dit getal voorkomende cijfers 
l te doen is, heeft men slechts de vet gedrukte getallen in het 
tweetallig stelsel te schrijven en de daarin te zamen voorkomende 
cijfers 1, dus het aantal cijfers 1 van de getallen (532), te tellen. 


851. In het tweetallig stelsel wordt het optellen .en vermenig- 
vuldigen buitengewoon eenvoudig doordat de tafel van optelling 
dan slechts uit 1 +1=10 en de tafel van vermenigvuldiging | 
slechts uit 1.1 = 1 bestaat. De vermenigvuldiging is dan niets 
anders dan optelling en de deeling niets dan herhaalde aftrek- 
king (daar ieder cijfer van het quotiënt O of 1 ís). Nevenstaande 
voorbeelden doen dit zien. | 


1011 110101001 — 101111 . 1001 + 10 
1101 1001 
1011 10001 
1011 1001 
1011 10000 
10001111 1001 
heg 
OE | 
1011 | 
1001 
10 


852. Men kan de in n°. 849 en 850 besproken omvorming Ee 
van het getal 62300 tot het tweetallig stelsel ook volgens de 
methode van n°. 483 (dus door vermenigvuldigingen in het twee- 
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tallig stelsel) uitvoeren. Daar de getallen 6, 2, 3 en 10 in het 
tweetallig stelsel luiden 110, 10, 11, 1010, wordt de berekening 
aldus: 


110 1001101100 
110 11 
111100 1001101111 
10 1001101111 
111110 1100001010110 
111110 1100001010110 
1001101100 1111001101011100 


853. Stelling van André. Is p een priemgetal, dan heeft men 
volgens de formule (517) van LEGENDRE (zie n°. 831), in verband 
met de eigenschap van n°. 456: 


rr Pre [P Gl ee Á 
np) — [B] + A dk, gal Helenae. > 
tE TENT E Le Tp epen ij be 
Npe ip sene elkeneen nee 
In verband met (517) leest men hieruit af: 
Is <s(n) de exponent, waarmede het priemgetal p in n! voor- 
komt, dan komt p in (np°)! voor met den exponent 


e(np°) = Er a e(7). (533) 
854. In het quotiënt (polynomiaalcoëtfficiënt) 
Aen 
(a!)* 


komt p voor met den exponent 
(ka) — k e(a). 
We schrijven het getal a in het p-tallig stelsel, aldus: 
dee sf in a Bet 
Volgens de eigenschap van n°. 836 is dan: 
‚ e(ka) = elkemp”) + elkCmiP""!) 4... + elke p?) + elke, p) + e(kCo)- 
Hieruit volgt in verband met de eigenschap van n°. 853: 
Cm (PP — Demi pl 1) + Help? — 1D) Help — 1) 
p—l 
BEER RG eren verte RO FF (Ob 


a— (Cm OE AP, di 5 C) HelkCm) + e(kCm 1) +. 8 elke) Heke). 


=- 


e(ka) =k 


=k 


428 


Volgens de formule (531) van n°. 846 heeft men dus: 
(ka) — ke(a) = elken) + (Cm) + -...He(kE)) + e(kC). (534) 

Nu is (ke;)! deelbaar door (k!)? (zie de eigenschap van n°. 836), 
dus: 

e(kej) = cjelk), 
waardoor uit (534) volgt: 
e(ka) — ela) = (Cm + Emi Toe ret Ot Co) €(£). 
Hieruit leest men af: 
Het priemgetal p komt in Hek met minstens denzelfden expo- 


(al)* 
nent voor als in (k!)s, waarin s de som der cijfers van a voor- 
stelt als dit getal in het p-tallig stelsel geschreven wordt. 


855. Uit de eigenschap van n° 854 vloeit de volgende door 
D. ANDRÉ in 1881 medegedeelde stelling voort: 

ls t de kleinste cijfersom, die het getal a in eenig talstelsel 
met een priemgetal als grondtal bezit, dan is (ka)! deelbaar door 
(a!)k(k!)t. 

Immers voor ieder priemgetal p is dan het getal s van n°. 854 
grooter dan of gelijk aan £, zoodat ieder priemgetal volgens de 

(ka)! 


eigenschap van n®. 854 in (ale met minstens denzelfden exponent 
(ka)! 
voorkomt als in (£!)! en dus (ay: door (k!)f deelbaar is. 


Daar de som der cijfers van a voor ieder grondtal minstens 1 
is), is £ 2 1, zoodat de eigenschap van n°, 843 in dent 
beschouwde ligt opgesloten. 


856. Daar ieder getal minstens gelijk ís aan de som zijner 
cijfers, is Ss S a, waarin s de som der cijfers van a is. De gelijk- 
heid s= a geldt dan en alleen dan als a uit één cijfer bestaat, 
dus als het grondtal van het talstelsel > a is. 

Is a > 1, dan is er steeds een priemgetal p, waarvoor p <a 
is, dus waarvoor de som der cijfers van a in het p-tallig stelsel 
<a is. Hieruit blijkt, daf voor a > 1 de in de eigenschap van 


1) Tenminste als a > 0 is. De eigenschap van ANprÉ blijft echter 
gelden voor a —= 0, daar dan ook ft —= 0 is. 
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n°. 855 genoemde kleinste cijfersom t,‚ die het getal a in eenig 
talstelsel met ondeelbaar grondtal bezit, kleiner dan a is. 

Om het getal t te bepalen heeft men voor de grondtallen slechts 
de priemgetallen S a te nemen, daar de overige priemgrondtallen 
een cijfersom a, dus niet een zoo klein mogelijke cijfersom leveren. 
ls a een priemgetal of een macht daarvan, dan is t= !, zooals 
blijkt door dat priemgetal als grondtal te nemen. 


857. Omvorming der stelling van André. Is s de som der 
cijfers van een getal a, dan is a als som van s machten van het 
grondtal eg (nulde machten inbegrepen) te schrijven; de cijfers 
van a geven daarbij aan hoeveel maal een zelfde macht van 2 
in deze som voorkomt. Daar ieder cijfer < 2 ís, komt bij deze 
splitsing een zelfde macht van g hoogstens (2 — 1)-maal voor. 

Heeft men een splitsing van a in een som van machten van 
2, waarbij een zekere macht van 2 (b.v. gf) minstens g-maal voor- 
komt, dan is a als een som van een kleiner aantal machten van 
g te schrijven; de g termen gf kunnen nl. door den enkelen term 
gg! worden vervangen. 

Daar nu volgens de eigenschap van n®. 417 het getal a slechts 
op één manier als een som van machten van 2 te schrijven is 
zoodanig, dat een zelfde macht hoogstens (2 — Ì)-maal voorkomt, 
heeft men: 

Een getal a is slechts op één manier in een som van machten 
van g (g> l) te splitsen zoodanig, dat het aantal termen dier 
som zoo klein mogelijk is. Deze splitsing is niets anders dan de 
omvorming van a tot een getal in het g-tallig stelsel. 


858. Uit de eigenschap van n°. 857 blijkt, dat de som der 
cijfers van het getal a in het g-tallig stelsel ook op te vatten is 
als het kleinste aantal machten van g (nulde machten inbegrepen), 
waarin a kan worden gesplitst. Hieruit volgt, dat de eigen- 
schap van n°. 855 ook aldus kan worden geformuleerd: 

ls t het kleinste aantal (al of niet verschillende) machten van 
een eenig priemgetal, waarin het getal a kan worden gesplitst, 
dan is (ka)! deelbaar door (a!)k(k!)t 

Ook hieruit blijkt onmiddellijk, dat £= 1 ís als a een macht 
van een priemgetal ís en in geen ander geval. 
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Bevat ‘a minstens twee verschillende priemfactoren, dan is £ = 2, 
dus in deelbaar door (£!)°. Voor a = 1 bestaat die deelbaar- 


heid alleen als 2 = 1 of = 0 is. 


859. Bevat het getal a geen twee verschillende priemfactoren, 
dan ís a een macht van een priemgetal, dus 
ge 
Is a > 1 (dus > 0), dan ís voor ieder ander priemgetal het 
getal s der eigenschap van n°. 854 minstens 2, zoodat een van 
p verschillend priemgetal in 


(a)! _ (kp)! 
(ale = (pf (535) 
met minstens denzelfden exponent voorkomt als in (£!)?. 

We beschouwen nu den exponent, waarmede het priemgetal 
p in het tweede lid van (535) voorkomt. Deze is: 

(kp) — ke(p), | 

dus volgens de formule (533) van n°. 853 (lettend op Ae =i0) 
gelijk aan 


De gezochte Et is dus dezelfde DN die, waarmede p in Z! 
voorkomt, dus kleiner dan de exponent, waarmede p in (k!)? 
voorkomt, behalve als e(k) = 0 dus k <p is; het tweede lid van 
(535) is dus dan en alleen dan door (£!)? deelbaar als k <p is. 

In verband met het aan het eind van n°. 858 opgemerkte vin- 
den we dus: 


Het getal 6 1e is deelbaar door (k!)? behalve in het geval, 


dat a= l en k> l is, en in het geval, dat a een macht van 
een priemgetal p (met exponent > 0) en k =p is. 

Men kan beide uitzonderingsgevallen samenvatten tot het geval, 
dat a te schrijven is als macht van een priemgetal, dat S k is. 
Hiertoe behoort nl. ook het geval, dat a = 1 en k > 1 ís, zooals 
blijkt door a dan als 2° te schrijven. 
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860. Som der cijfers van een som van eenige getallen. Uit 
den in n°. 438 en 439 besproken algorithmus volgt zonder moeite: 

De som der cijfers van de som van eenige getallen is gelijk 
aan de som van de cijfersommen dier getallen verminderd met 
Alg — ]), waarin g het grondtal voorstelt en A het aantal malen, 
dat men bij het optellen g g'-tallen door een g°+*-tal heeft moeten 
vervangen, dus de som der getallen, die men bij het optellen 
heeft moeten onthouden. | 

Stellen we evenals in n°. 846 de cijfersom van het getal n door 
s(n) voor, dan luidt de eigenschap in formule: 

s(a; + as +... Ha) =s(a,) + s(a3) +. + s(ar) — Alg —1). (536) 


861. Het bewijs der eigenschap van n®. 860 wordt daardoor 
geleverd, dat men de som der getallen a,, 45, ... „ a1 eerst in 
den vorm (264) van n°, 430 brengt (zie ook n°. 438), waarbij 
t‚ de som van de cijfers der g*-tallen is. 

Men heeft dan: 
ete niks) SU) TT «et Sd (DAA) 

__ Vervolgens moet de uitdrukking (264) op de in n°. 431 aan- 
gegeven wijze tot een getal in het g-tallig stelsel herleid worden. 
Dit komt daarop neer, dat men bij herhaling eg. g' door g+! ver- 
vangt. Hierbij wordt het getal é; met g verkleind en é,, met 1 
vergroot, zoodat de som der getallen f, é,, f, enz. met g — Ì 
afneemt. Is het voor de herleiding tot een getal in het g-tallig 
stelsel noodig A-maal de genoemde vervanging uit te voeren, 
dan is de som der getallen &, &, f, enz. in het geheel met 
Alg — 1) afgenomen. Daar die som ten slotte in de som der 
cijfers van a, + Az +... . + 47 is overgegaan, voert (537) tot (536). 


„862. Men kan het betoog ook zoo inkleeden, dat men uit de 
gelijkheden (265) en (266) van n°. 481 door optelling der over- 
eenkomstige leden afleidt: 

etn Centres ben Wi Ode de St oh pr Ge 
= Up HU tT Um HBA HA Ho A Jm) HUB F Ume Te Hm i18, 
of: 

te Ene ieden ete Met Uem AH vt Uki 
=(g— 14 ta HA Gm Umar Hr Um 2 (ZH 1) Hlm +38 HE IH 

te ekke eh Ot Otte eb PE 1) (538) 
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Hierin tis" u slr et Wer de tsomderkcijers vanmhet 
door (264) voorgestelde getal (dus van a, + 49 + .... + 4), ter- 
wijl in het tweede lid van (538) de uitdrukking tusschen accoladen 
niets anders ís dan het getal A van n°, 860 en 861. Zoo wijst b.v. 


Et: 4 gi = qirg + U li < mm) | 
aan, dat (g;12)g* vervangen wordt door g;,12**, hetgeen neer- 
komt op q:-1-malige vervanging van g.g? door g'*!. Schrijft 
men verder voor (266): 


ene AUF te et eee ear EA PE eten == 
= (mr? T Umar SH. Hr Ume 2)E 7 Um iJ8 Tr Um = 
= (Ume Fl erie e enne Ume LH Ume Jet Uriel 
dan blijkt, dat dit neerkomt op een aantal vervangingen van de 
beschouwde soort gelijk aan 
Umeki 
mien Un veilen erken lens Canet nele 
Land ane le 
LA ee ee 
nie ts Ee ain 
+ Um+k = 
men Serik Ssst LICH mer NEE Sh 
ar Um+a(2° ar 2 ae 1) ap Um+ AE al 1) am kn 


863. Als voorbeeld in het tientallig stelsel nemen we de optelling 
8 


O0 OO WO OEE 
O1 OD NOOR ONNU 
DD U OUD EDU EUDU 
COIN OO 0 OMO OO EO 
OO NV OO H= OO NO OO N= U A 
OoOoRnONWANDUEEU 
GOO Oan OTO ED OT NO 
GOTT GOESE fe ODE 
OU OO OOP OTO 

nt 

Vo 


WO 359 
(1) (10) (8) ( 


6 5 6 {36} 54/0 {9} 1108 
) (B) 6) 5) {56} 5 {11} 


en | 


_— 


) 
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De getallen boven de streep in de tweede en derde kolom 
zijn de sommen der cijfers van de naast geplaatste getallen der 
eerste resp. tweede kolom. De tusschen haakjes geplaatste getallen 
onder de cijfers van de som der getallen van de eerste kolom 
en de som der getallen van de tweede kolom wijzen aan hoe- 
veel maal telkens tien 10-tallen door een 10%*!-tal zijn vervangen !). 
De sommen der cijfers van de sommen der getallen uit de tweede 
en derde kolom zijn tusschen accoladen achter de bijbehoorende 
getallen geplaatst. Evenzoo zijn tusschen accoladen opgenomen 
de sommen der getallen, die men bij de gedeeltelijke optellingen 
heeft moeten onthouden. 

Inderdaad is nu (overeenkomstig de eigenschap van n°. 860): 

86 = 540 — 56 (10 — 1) = 540 — 504, 
9 = 108 — 11 (10 — 1) = 108 — 99. 


864. Som der cijfers van een product. De algorithmus tot 
vorming van het product van twee getallen a en b, zoowel de 
gewone algorithmus van n®. 449 als de kortere van n°. 450, komt 
neer op het vermenigvuldigen van ieder cijfer van a met ieder 
cijfer van b gevolgd door optelling der zoo verkregen getallen 
als men daar het behoorlijke aantallen nullen achter plaatst (of 
achter geplaatst denkt). Beide algorithmen verschillen slechts in 
de wijze, waarop die optelling wordt uitgevoerd (met betrekking 
tot het samennemen van termen). 

We beschouwen nu de producten P, die men krijgt door tel- 
kens een cijfer van a met een cijfer van b te vermenigvuldigen. 
De som dier producten met achtergevoegde nullen (d. í. het pro- 
duct ab) heeft volgens de eigenschap van n°. 860 een cijfersom 
gelijk aan S$ — Alg — 1), waarin S$ voorstelt de som der cijfers 
van alle producten P en A de som der getallen, die men bij het 
optellen heeft moeten onthouden. De producten P (zonder 
achtergevoegde nullen) bestaan uit hoogstens twee cijfers. Is van 
die producten S, de som van de cijfers der eenheden en $, de 


1) Dus de getallen, die men bij de verschillende optellingen heeft 
moeten onthouden en bijvoegen bij de som der cijfers van een Ì 
hoogeren rang. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde. 28 
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som van de cijfers der g-tallen, dan ís S= S, + $5, zoodat men 
met de notatie van n°. 846 en 860 heeft: 

s(ab) = S, + S — Alg — 1) = Sg + Sj —(S3 + Alg — 1). 

Hierin is Sg + $S, de som der getallen P (zonder achterge- 
voegde nullen), dus gelijk aan s(a). s(b). Men vindt derhalve: 

s(ab) = sla) . s(b) — (S, + Alg — |). (539) 

Het getal S,, — d.i. de som van de cijfers der g-tallen voor 
de producten P, die ontstaan door telkens een cijfer van a met 
een cijfer van b te vermenigvuldigen —, is de som der getallen, 
die men bij de verschillende vermenigvuldigingen heeft moeten 
onthouden. Bijgevolg stelt S, + A voor de som der getallen, 
die men, hetzij bij de vermenigvuldigingen hetzij bij de optelling, 
heeft moeten onthouden. 

Uit (539) leest men dus de volgende eigenschap af: 

De som der cijfers van het product ab is gelijk aan het pro- 
duct der cijfersommen van a en b verminderd met B(g — U), 
waarin g het grondtal voorstelt en B het aantal malen, dat men 
bij het vermenigvuldigen of optellen g g'-tallen door een g°+!-tal 
vervangen heeft, dus de som der getallen, die men bij de ver- 
schillende onderdeelen der berekening heeft moeten onthouden. 

In formule luidt dit: 

s(ab) = s(a) . s(b) — B(g — 1). (540) 


865. Als voorbeeld in het tientallig stelsel nemen we de vol- 
gende vermenigvuldiging: 


RD ree EAA: Hierbij wijzen de tusschen haakjes 
42 9 5 {20} geplaatste klein gedrukte getallen 
262872 de getallen aan, die men heeft 
2) (2 
131436 moeten onthouden; de som daar- 
EEN van bedraagt 56. De cijfersom- 
O9 edn 


(5) (5) ©) WD D men van de factoren en van het 
32850 product zijn tusschen accoladen 


DIS @ . 
achter de bijbehoorende getallen 
2:82:25" 8131 BOE 401 
OROKONONONT) geplaatst. 


Overeenkomstig de eigenschap van n°. 864 heeft men nu 


inderdaad: 
36 = 27. 20 — 56. (10 — 1) = 540 — 504. 
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866. Bepaling van de hoogste macht van Kk/, waardoor 


k 
CE deelbaar is. Volgens de eigenschap van n°. 846 is de 
exponent, waarmede het priemgetal p in a voorkomt, gelijk 
aan 
ka — s(ka) E dann s(a) _ R.s(a) — s(ka) 
p—l pl p—l 


Volgens de formule (540) van n°. 864 kan voor dien exponent 
geschreven worden: 


k.s(a) — s(k). s(a) + B(p — 1) _ 


pl 
=E LD <a) HB =S) + B. 


Hierin is e(k) de exponent, waarmede p in k! voorkomt. 


(ka)! 


Het priemgetal p komt alleen dan ín met minstens den- 


(a!)f 
zelfden exponent voor als ín (£!)! als voldaan is aan: 
e(k). s(a) + B = u.e(k). (541) 


Hieraan is steeds voldaan als p > k is, daar dan e(k) = 0 is. 
Is p Sk, dus elk) = 1, dan is de grootste waarde van den expo- 
nent #, waarvoor aan (541) voldaan is, 


e(k) . s(a) + 2] De | 
SZ 
BD DT Lm 
Bepaalt men die grootste waarde van u voor alle priemgetallen, 
die S k zijn, dan ís de kleinste dier grootste waarden de expo- 


(ea) ! 


nent van de hoogste macht van &!, die op (al deelbaar is. Men 


krijgt zoo de volgende door C. pe PoriaNac in 1883 bewezen 
eigenschap: 
De exponent van de hoogste macht van k!, die op De deel- 


baar is, is het kleinste der getallen 


s(a) + É { Al 


voor de priemgetallen p‚, die S k zijn. Hierin is s(a) de som 
der cijfers van a in het p-tallig stelsel, B de som der getallen, 
die men bij de berekening van ka in het p-tallig stelsel heeft 


(542) 
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moeten onthouden, en <(k) de exponent, waarmede p in k! voor- 
komt. 

867. In de eigenschap van n°. 866 ligt die van ANDRÉ (zie 
n°. 855) opgesloten, daar a) =0 is. Hiermede ís de stelling 
van ANDRÉ opnieuw bewezen. Is het alleen om het bewijs dier 
stelling te doen, dan heeft men de eigenschap van n°. 864 niet 
noodig, maar kan worden volstaan met 

s(ab) S s(a) . s(b), 

iets waarvan de juistheid gemakkelijker is in te zien dan van de 
eigenschap van n®. 864. 

868. Ook de eigenschap van n°. 859 volgt zonder moeite uit 

| 

die van DE POLIGNAC. Dat nF door (k!)? deelbaar is als a 
minstens twee verschillende priemfactoren bevat, volgt nl. reeds 
direct uit de stelling van ANDRÉ (zie het aan het eind van n° 858 
opgemerkte). | 

Is a een macht van een priemgetal p (met van nul verschil- 
lenden exponent), dan is s(a), dus zeker ook de uitdrukking 
(542) van n°. 866, voor ieder van p sne priemgetal, dat 


ale nog steeds door (£!)? 
deelbaar is als p > k is. Is p SA, js is, daar a in het p-tallig 
stelsel geschreven wordt als 1 gevolgd door eenige nullen, s(a) = 1 


en B = 0, zoodat de kleinste waarde der uitdrukking (542) dan 


S k is, minstens gelijk aan 2, zodat | 


(ea) Hé 
l is, dus (adr niet door (k!)° deelbaar is. 
869. Voorbeeld ter toelichting. Als voorbeeld vragen we 
| 
naar de hoogste macht van 7! die op kers deelbaar is, in 


welk geval a = 23 en A =7 is. Men heeft dan de priemgetallen 
te beschouwen, die = 7 zijn, dus 2,-9, 5, 7. Nu heeft men: 
23= 1011 (grondtal 2),s(23). == 4, 
z de (PEN Di =D) 
3 ( ” 5), EN 1, 
VR keken = 5, 
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7 = 111 (grondtal 2), e(7) = Gt 4 
7 —g3 
me 21 ( ” 3), De RN, En Je 
7 —8 
a VAL Gier 5), ee 4 
7 — 1 
men AN keker ae 
Verder is voor p = 2: B, 503) + [r) ++ [ele 
8 
VOOr ==. id; =5+t[=6 
voomp=5. —= 4, =7+ len, 
0 Ee 
artshe fe Wi lik =5t[|=5 


zooals uit de volgende vermenigvuldigingen, resp. in het twee-, 
drie-, vijf- en zeventallig stelsel, blijkt: 


10111 919 43 32 
111 21 12 10 
10111 1201 43 320 
10111 212 141 
10111 Pp 1121 
10100001 


Daar de kleinste waarde der uitdrukking (542) van n°. 866 
gelijk aan 5 blijkt te zijn, vindt men, dat (7!)° de hoogste macht 


/ | 
van 7! is, waardoor 0 deelbaar is. De stelling van ANDRÉ 


(281)° 
leert slechts de deelbaarheid daarvan door (7!)*. 


870. „Het is voor de bepaling van de kleinste waarde van 
(542) niet steeds noodig de waarde van B voor alle priemgetal- 
len, die S k zijn, te berekenen. Neemt nl. de uitdrukking (542) 
voor een bepaald priemgetal een zoodanige waarde aan, dat 
s(a) voor de overige priemgetallen daaraan reeds minstens gelijk 
is, dan ís men verzekerd met het kleinste der getallen (542) te 
doen te hebben. 

Heeft men dus in het voorbeeld van n°. 869 gevonden, dat de 
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uitdrukking (542) voor p =2 gelijk is aan 6, dan besluit men 
hieruit direct, dat 5 de kleinste waarde van (542) ís. Immers uit 
den vorm van 7 in het zeventallig stelsel valt het onmiddellijk 
op, dat B = 0 is voor p= 7 en (542) dan dus de waarde 5 aan- 
neemt, terwijl voor p=8 en p=5 de eerste term van (542) 
reeds minstens 5 is. 

Het is natuurlijk aan te bevelen bij de berekening van (542) 
te beginnen met die waarde van p,‚, waarvoor s(a) het kleinst is, 
dus in het voorbeeld vau n°. 869 met p =2. Vindt men dan 
B = 0, dan is reeds direct de kleinste waarde van (542) gevon- 
den, terwijl die mogelijkheid ook nog bestaat als men voor 2 
een grootere waarde vindt. 


871. Het voorbeeld van n° 869 kan natuurlijk ook zonder 
de eigenschap van DE POLIGNAC (zie n°. 866) behandeld worden. 
Daartoe bepalen we met behulp van de formule (517) van LEGENDRE 
de exponenten, waarmede de priemgetallen 2, 8, 5 en 7 (de 


eenige, die in 7! voorkomen) in a, 


(231) en in 7! zijn aangedaan. 


Uit 

tt Ell ls 
—80+40+20+1045241=158, 

Pelle] = 58 +17 +5 +1=76, 

SE] 0 

le =D tt t0 

EREN Nene 

Sereen Ba Bes 

EjsliJssine Ben jen Je 


1! 
resp. voorkomen 


vere 
volgt, dat de priemgetallen 2, 3, 5, 7 in (2317 


met de exponenten 
158 — 7.19 =25, 76—7:9=13, 3974 Vl; WTS 
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en in 7! resp. met de exponenten 4, 2, 1, 1. Voor den exponent 
van de hoogste macht van 7!, waarin het priemgetal 2, 3, 5 of 


7 met geen hoogeren exponent voorkomt dan in wordt 


kk, 
(2317 
dus resp. gevonden: 


PE] [Eje [Jon me 


Dit is in overeenstemming met het in n°. 869 gevondene. 


872. Triadische getallen. Volgens de eigenschap van n®. 
846 wordt de exponent, waarmede het priemgetal 3 ín nl! voor- 
komt, gevonden door n te schrijven als een tríadisch getal, 
d. w. z. een getal in het drietallig stelsel. De cijfers van zulk 
een getal zijn 0, l of 2, m. a. w. de triadische schrijfwijze is 
ri Crete baret Cos Oene Coat (040) 
BEN GCnr Slechis.der waarden On 1,72. kunen 
hebben. 

De tafel van optelling in dit talstelsel luidt: 

bn Zala LOS ee Dell 
de tafel van vermenigvuldiging: 
OPN Eet BE Pee A Ad We 


873. Splitsing van een getal in een aggregaat van ver- 
schillende machten van 3. Is minstens één der cijfers van het 
door (543) aangegeven getal n gelijk aan 2 en is c, het laatste 
cijfer 2, dan vindt men (door c; door 3 — 1 te vervangen en den 
Ne meten tte. vereerden): 

wkn dt ens Me  Figjer nd 
st (Cfi + I) Stel 3 Cj1- Ohe ten rte Cj- Art: Co: (544) 

Hierin zijn cj, ....… Ci, Co alle O of 1. Het geval, dat reeds 
C‚ = 2 is, ligt in het voorgaande als het geval j = 0 opgesloten; 
dan is —8/ = — 1, terwijl de daarop volgende termen ten getale 
van j == 0 aanwezig zijn, dus ontbreken. 

Is c;‚1 = 2, dan kan voor (544) geschreven worden: 

Phan Ie SRC BEA vet Crea A0 Sp 
+ (Cj+2 +1) 3/+2 — 3 Hej. SEH... O.8 te. (545) 
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Is ook c;‚2= 2, dan gaat dit over in: 
nen SOE Cr OEE Ne TO SE 
+ (C;+3 4-1). 3/3 — BF Gj IT. 0, (D4O) 
enz. 

Komt na afloop dezer herleidingen nog minstens één der 
machten van 3 met den coëfficiënt 2 voor, dan vervangen we 
den meest rechts staanden coëfficiënt 2 weer door 3 — l en 
handelen verder op dezelfde wijze als boven. Zoo doorgaande 
kan men, van rechts naar links gaande, alle coëfficiënten 2 ver- 
drijven, waarvoor dan echter coëfficiënten — 1 in de plaats 
komen. Men heeft dus: 

leder natuurlijk getal is als een aggregaat van verschillende 
machten van 3 te schrijven. 

Hierbij is onder een aggregaat van eenige getallen te verstaan 
de som dier getallen nadat mogelijk eenige daarvan van teeken 
zijn omgekeerd. 


874. Uit de vormingswijze van het in n°. 873 beschouwde 
aggregaat is direct te zien, dat de hoogste macht van & met het 
teeken + is aangedaan (verg. n°. 877). 

Verder blijkt gemakkelijk, dat in het aggregaat de exponent 
van de hoogste macht van 8 gelijk is aan of 1 grooter dan de 
grootste exponent van ô, die in de oorspronkelijke formule (543) 
voor n (triadische schrijfwijze van ») voorkomt. Het laatste geval 
doet zich dan en alleen dan voor afs in de triadische schrijfwijze 
een cijfer 2 voorkomt, waaraan (zoo het niet het eerste cijfer is) 
uitsluitend cijfers 1 voorafgaan; we laten dit aan den lezer over 
na te gaan: 


875. Ter verduidelijking laten we een voorbeeld van de in 
n°. 873 besproken omzetting volgen: 


1120102211 = 394 3842. 37 + 3? 92.33 + 2.323 HI 
= 39+ 38492. 37H 35 3.38 — 32 H34i 
— 394 382,37 + 35 + 34 — 8243 
= 394 2.38— 3735 + 34 — 8E 
= 2,39 38 373534 — 334 3 
= 310 — EN Je 37 + 35 + 34 RAN 92 +3 +1 


Deze herleidingen zijn gemakkelijk uit het hoofd uit te voeren, 
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zoodat men het aggregaat onmiddellijk kan neerschrijven als de 
triadische schrijfwijze gegeven is; men heeft slechts, rechts begin- 
nend, ieder cijfer 2 door — 1 te vervangen en daarbij het voor- 
afgaande cijfer met 1 te verhoogen. 


876. We laten hier de eerste 50 getallen, geschreven als 
aggregaten van verschillende machten van 8 volgen. De tweede 
en derde kolom geven deze getallen resp. in het tien- en in het 
drietallig stelsel. 


be et 1 ke26 1222 33 
2 2 Beal dere 275 1: 1000 33 

3! 10 | 3 | | 28 | 1001 33 
4) u guaperin dre 29 ut 1002 33 

5 *12 Bieden lek 3001010 38 
kao 420 32 3 alek 1Ot1 33 
beenen 21 3e Stel 13241012 tn nd 
hadde 122 32 — 1| | 33 | 1020 33 4 32 

9 \ 100 32 34 | 1021 33 L 32 

10 | 101 3? dl 1-35 1 1022 33 | 32 
Piet02 32 3—1| | 36 | 1100 33 L 32 
[12 | 110 32 + 3 37 | 1101 33 32 

13 | 111 geet 31e 3841102 33 32 
BERT 2de len SJOEL 10 38 | 32 

15,1 120 3? — 32 — 3 40 | 1111 33 L 32 
EENS eh PALOP 12) 3E 32 

Er 22 (032 epe A2et 11200 Ati Jb 32 

18 | 200 | 3% — 3? 43 | 1121 | 3* — 33 — 3? 

19 | 201 | 3% — 32 EN ON 0 DN eK 

ROR  IZ 1 45 1200 34 3232 
[21 | 210 | 3% — 32 J 3 46 | 1201 | 3* — 33 — 3? 

22 | 211 [38 — 323 H1| | 47 | 1202) 34 — 38 — 32 
[23 ( 212 | 33 ED AP OA KOE 
[24 [| 220 | 33 LS Ke 5 AP A EG a | 
Wall En Behe NSO 1212 eID hd 


877. Nadere beschouwing der aggregaten van verschillende 
machten van 3. Volgens de eigenschap van n°. 873 is een 
natuurlijk getal n in den volgenden vorm te brengen: 
n= dea SE Edet en rt, EN din af dn fd hees (547) 
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waarin de coëfficiënten d,, dei, .…...… di, do een der waarden 
0, 1, — 1 hebben. Uit (547) volgt: 
Rn beker ein onsen eam e dU = 
BPN NE 
Hieruit volgt in verband Ht n= 1, dat de niet — 1, dus 0 of 1 ís. 
Begint men de door het tweede lid van (547) aangegeven ont- 
wikkeling met een van nul verschillenden term, dan is dus de = Ì. 
Hiermede is het in n°. 874 verkregen resultaat, dat bij het 
aggregaat van verschillende machten van 8 de hoogste macht 
van ö het teeken — heeft, opnieuw aangetoond. 
In sommige gevallen is het echter voordeelig nog een of meer 
hoogere machten van 3 met coëfficiënten 0 toegevoegd te denken !). 


878. We beschouwen een tweede natuurlijk getal 7’ en schrij- 
ven dit eveneens als een aggregaat van verschillende machten 
van 8. Men heeft dan f 

n = dee SFr di ree: VN ld. 
waarin weer de, di, ...… do alle 0, 1 of — 1 zijn. Hierbij is 
aangenomen, dat de ontwikkelingen van zn en n’ met dezelfde 
macht van 3 beginnen, iets dat door voorplaatsing van machten 
van 9 met coëfficiënt nul (zie de opmerking aan het eind van 
ne s7/lsteeds-tesbereikensis: 

Zijn nu d;en d; van links gerekend de eerste afwijkende coëf- 
ficiënten (AUS de de, Ain A Peet bee di41) en b.v. 
d; > di: het geval, dat reeds de; en d% verschillend zijn, ligt hierin 
als {= k opgesloten. Men heeft dan, als men 

NE nl Gott tre id 


stelt {daarsdien daton deerd valens Zh 
Lr Ard 
Zw d. ne pC DEE (549) 
Evenzoo vindt men (daar di, dio, do alle Sel zijn); 
DEE enn rn en es 
EE (2d: + 1 Oe 3 — ep (550) 


1) Dit is geheel analoog met het voorplaatsen van cijfers nul; zie n°. 418. 
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Nu is d; 2 d; +1, dus: 
2d; — 1 2 2d; +1, 
zoodat men uit (549) en (550) tot n > n/ besluit. Hiermede is 
aangetoond: 

Zijn twee getallen ieder als een aggregaat van verschillende 
machten van ò geschreven en stemmen de overeenkomstige coëf- 
ficiënten (O0, 1 of — 1) bij beide ontwikkelingen niet alle overeen, 
dan is het getal, waarbij de eerste afwijkende coëfficiënt (d. w. z. 
die behoorende bij de hoogste macht van 3, waarvoor de coëf- 
ficiënten niet overeenstemmen) het grootst is, grooter dan het 
andere getal. 


879. Ondubbelzinnigheid der splitsing in een aggregaat 
van verschillende machten van 3. Uit de eigenschap van n®. 
878 blijkt, dat twee als aggregaten van verschillende van machten 
van 3 geschreven natuurlijke getallen ongelijk zijn als die aggre- 
gaten niet in alle coëfficiënten overeenstemmen. Dit beteekent: 

Een natuurlijk getal is op slechts één manier als een aggregaat 
van verschillende machten van ô te schrijven. 

We merken nog op, dat het hiervan gegeven bewijs met voor 
de hand liggende wijziging kan dienen om de eigenschap van 
n°. 417 aan te toonen. Daartoe begint men met het afleiden 
van de in n®. 420 en 421 verkregen resultaten, waaruit dan verder 
de eigenschap van n®. 417 onmiddellijk volgt. 


880. De eigenschap van n°. 878 stelt ons in staat met aggre- 
gaten van verschillende machten van 8 te tellen op geheel soort- 
gelijke wijze als men dit met getallen in het g-tallig stelsel doet 
(zie n°. 422—424); d. w. z. ze levert een middel om de opvolgende 
natuurlijke getallen direct als zulke aggregaten neer te schrijven. 
Het is dus niet noodig die getallen eerst in een of ander tal- 
stelsel neer te schrijven en ze daarna tot aggregaten van ver- 
schillende machten van 3 om te rekenen. 

Het achtereenvolgens neerschrijven dier aggregaten, d. w. z. het 
overgaan op het volgende getal, geschiedt nl. door den laatsten 
van 1 verschillenden coëfficiënt (dus den van 1 verschillenden 
coëfficiënt, die behoort bij de laagste macht van 3) met 1 te 
vermeerderen (dus resp. door O of 1 te vervangen als die — | 
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of O0 ís) en de daarop volgende coëfficiënten 1, zoo die er zijn, 
alle door — 1 te vervangen. Dit stemt geheel met den in n®. 
422 gegeven regel overeen, waarbij de coëfficiënten — 1 en 1 
resp. dezelfde rol spelen als de cijfers O en g — 1 van n°. 422. 

De gegeven regel stelt ons op eenvoudige wijze in staat direct 
de derde kolom van het tafeltje van n°. 876 in te vullen. 


881. Uit de gelijkheid (547) van n°. 877 volgt (daar di, 


TR pelt AREN 
PI AL RE 
Ah Ans k 
ed a ZAG IE ge (551) 


Begint men de ontwikkeling niet met een term nul, dan ís 
d‚= 1. Uit (548) en (551) volgt dan: 
dt 1 1 gktl — 1 
te en Pe: 
5 0 5 a BE DR (552) 
Omgekeerd zal ook ieder getal n, dat aan (552) voldoet, bij 
splitsing in een aggregaat van verschillende machten van als 
hoogste macht van 3 de kde opleveren. Nu is: 
kin 
d 5 a EE 
dus in het drietallig stelsel een getal geschreven met Z cijfers 1. 
Het blijkt dus, dat het aggregaat dan en alleen dan S* als hoogste 
macht van & heeft als n grooter is dan het triadische getal 
LAA Zee delRSCHIELS ENT ZTR TA eh ELS INE ERS 
de in n°. 874 verkregen resultaten onmiddellijk af te lezen. 


882. Andere omvormingswijze tot een aggregaat van ver- 
schillende machten van 8. Een natuurlijk getal kan ook tot 
een aggregaat van verschillende machten van 8 worden omge- 
vormd zonder dit eerst in bet drietallig stelsel te schrijven. Uit 
de gelijkheid (547) van n°. 877 blijkt nl., dat d, de rest der 
deeling van n door 38 is als men die rest tot haar absoluut kleinste 
waarde herleidt. Is dan: 

Hod dont Erden 
dan heeft men, als d‚ = 1 genomen wordt: 
Ash Fdrern ener Ie Oe dn 
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zoodat d, de absoluut kleinste rest der deeling van q, door 3 is, 
enz. Men krijgt zoo de betrekkingen: 


mn == SA ze de (— S de SS I), 
qi =3%, + d, el de set), 
Ja =S + ds ilsdjens 1), 


An—2= pit dra (Sd s 
eend dpi (—-1lSd,,SI). 
Daar de getallen d, d,, ds, enz. door deze betrekkingen 
ondubbelzinnig bepaald zijn, ís hiermede tevens een ander bewijs 
der eigenschap van n°. 879 geleverd (vergelijk het aan het eind 
van n@. 417 opgemerkte). 


883. De in n°. 882 besproken omvorming van een getal in 
het g-tallig stelsel tot een aggregaat van verschillende machten 
van 3 komt geheel overeen met den in n°. 482 besproken over- 
gang op een ander talstelsel door deelingen in het oorspronke- 
lijke talstelsel. Slechts ís er dit verschil, dat men nu de guotiënten 
steeds zoo kiest, dat de resten in absolute waarde zoo klein 
mogelijk uitvallen. 

Als voorbeeld nemen we hetzelfde getal als dat van n°. 875, 
hetwelk in het tientallig stelsel luidt 30937. De berekening ís 
nu de volgende: 

HOOR UD Am id 
10312 = 3. 3437 +1, 
9437 = 3. 1146 — 1, 
1146 = 3. 882 
doden mel AAL 
fi te del, 


ef 14 
kts 5— 1, 
Dd. 2—1, 
2=d — |, 


waaruit blijkt: 
30937 = 3 — 39 — 383 A33 33 rl. 


884. Verband met de formule van Legendre. Men kan uit 
de voorstelling van een getal n door een aggregaat van verschil- 
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lende machten van 8 gemakkelijk de som der cijfers in het drie- 
tallig stelsel afleiden zonder eerst de omvorming tot een triadisch 
getal uit te voeren }). 

Daartoe gaan we de in n°. 873 besproken omvorming na en mer- 
ken op, dat bij overgang van (543) op (544) de coëfficiënten c‚‚, en 
c; = 2 resp. door c;‚1 +1 en — 1 vervangen worden, zoodat de 
som der coëfficiënten (die aanvankelijk de som der cijfers in het 
drietallig stelsel ís) met 2 wordt verminderd. Bij overgang van 
(544) op (545) (welke overgang alleen wordt uitgevoerd als c‚‚1 = 2 
is) worden de coëfficiënten c‚‚9 en C;‚1 + 1 = 8 resp. door c‚‚2 + 1 
en 0 vervangen, zoodat de som der coëfficiënten opnieuw met 
2 aineemt, « Hetzelfde heeft, voor hetgevals ook Ci fore 2m} 
plaats bij overgang van (545) op (546), enz. Komt men zoo op 

ICS CEN ln 
Felen) 3 BIH Ge eter edet Cn a Oan 
waarbij en < 2, dus ce, +1 <2 is, dan is de som der coëfficiënten 
in het geheel met A — j) afgenomen. 

Bij de verdere herleiding blijft de coëfficiënt van 8’ gelijk aan 
l als c‚= 0 is en wordt — 1 als c‚= 1 is. Bijgevolg is in den 
eindvorm (aggregaat van verschillende machten van 3) — j het 
bedrag, waarmede j overtroffen wordt door den exponent van 
de voorafgaande (hoogere) macht van 3 (met van nul verschil- 
lenden coëfficiënt). 

Komen in het tweede lid van (553) nog coëfficiënten 2 voor, 
dan begint men dezelfde herleidingen opnieuw, waarbij de som 
der coëfficiënten weer eenige malen met 2 afneemt. Zoo door- 
gaande vindt men: 

Is een natuurlijk getal n als een aggregaat van verschillende 
machten van 8 geschreven, dan is de som der coêfficiënten (1 
of — 1) gelijk aan de som der cijfers van n in het drietallig 
stelsel verminderd met 2S, waarin S voorstelt de som der bedra- 


1) Zoo noodig kan die omvorming tot stand gebracht worden door 
de in n®. 873 besproken herleidingen in tegengestelde volgorde uit te 
voeren. In het voorbeeld van n®. 875 heeft men dan de aaneenge- 
schakelde gelijkheden van achteren naar voren te lezen. We laten het 
aan den lezer ovei dit verder na te gaan. 
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gen, waarmede telkens een exponent van een negatieve macht *) 
door den voorafgaanden exponent (met bijbehoorenden van nul 
verschillenden coëfficiënt) overtroffen wordt. 


885. De eigenschap van n°. 884 doet bij een als aggregaat 
van verschillende machten van 3 geschreven getal 2 onmiddellijk 
de som der cijfers als triadisch getal kennen en daarmede den 
exponent, waarmede 3 in nl! voorkomt (zie de eigenschap van 
n°. 846). - 
Als voorbeeld nemen we 
n=382— 38 3e ZE 3 ZI 3E ZE 331. 
De som der coëfficiënten (4 coëfficiënten 1 en 7 coëfficiënten 
— 1) is — 3. De som der cijfers in het drietallig stelsel is dus: 
—_3+2{(20 — 18) +(18— 16) +(16 — 13) +(12— 10) +(10—6) + (5 —3) (1 —0)}= 
—_3+2{(20 — 13) ®) + (12 — 6) ) + (5 —3) + (1 — 0} = 
ME ARO zer lj dit „16 == 29. 
De omzetting van n tot een dekadisch getal is blijkens: 
— 3 [3°/3(3[3{3(3[3{3(B2 — 1) — 1} — IJF 1) — 1} — IJ FI) — HIJ 1 


als volgt (vergelijk n°. 483): 


9 5748 12572817 

1 1 en 
AN 5749 7 12572818 
9 9 9 

70 51741 13155362 ° 
1 1 l 

rül 51740 113155361 

Wbs, _81 Oi 
1917 4190940 1018398249 

l 1 Gen 
1916 4190939 — 1018398250 

3, iden WE 
5748 12572817 3055194750 
l 

3055194749 — 


1) Met een negatieve macht is hier bedoeld een macht met coëffi- 


ciënt — 1. 


?) Een soortgelijke vereenvoudiging kan steeds worden toegepast 
als twee of meer negatieve termen op elkaar volgen. 
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Volgens de eigenschap van n°. 846 komt 8 dus ín n! voor met 


den exponent 
3055194749 — 29 


ET 1527597360. 


886. Men kan aan het getal $ van n°. 884 nog een andere 
beteekenis toekennen, nl. het aantal der negatieve termen en dier 
termen nul, die aan een negatieven term voorafgaan, d. w.z. 
waarvoor de eerstvolgende van nul verschillende term negatief is. 

Zoo zijn in het voorbeeld van n°. 885 de coëfficiënten van het 
aggregaat, als men ook de termen nul (behoorende bij de exponen- 
ten 19, 17, 15, 14, 11, 9, 8, 7, 4, 2) mederekent: 

1,0, —1, 0, —=1, 0, 0, 14, 1,'0,-—1; 0, 0, 0, =d, 1,0, — 1,0 en 

De nullen, die aan een coëfficiënt — 1 voorafgaan, zijn door 
een streepje er boven aangewezen. Het aantal dier nullen gevoegd 
bij dat der coëfficiënten — 1 geeft $ = 16, in overeenstemming 
met het in n°. 885 gevondene. 


887. Uitbreiding der voorgaande beschouwingen. De be- 
schouwingen van n°. 873—886 zijn uit te breiden tot het geval, 
dat men het grondtal 3 door een willekeurig (al of niet ondeel- 
baar) oneven getal g vervangt. Men heeft nl: 

Een natuurlijk getal n is steeds en op slechts één manier in 


den vorm 
n=die dd, je! Hd, oet Sd. Ade td, « (554) 
te brengen, waarin de coëfficiënten d,, d, 4, ....… do een der 
waarden 
OEL, +2... ze 
hebben. 


Het eenvoudigst toont men dit weer op de in n°. 882 aange- 
geven wijze aan, nl. door opvolgende deelingen door g, daarbij 
steeds de quotiënten zoo kiezend, dat de resten absoluut zoo 
klein mogelijk zijn. 


888. De regel om van twee aldus geschreven getallen uit te 
maken, welk het grootst is, is weer geheel analoog met den 
in n°. 878 gegeven regel. Stemmen nl. de getallen n en ”/ in 
de coëfficiënten van g'”! en die van de hoogere machten van g 
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overeen, terwijl d; > d, is, dan heeft men (daar d;;, d>, … 


. 


EN | ee: 
do alle = Eend, din on dj alle sE zijn) 
n=wbdg Er et gtt tete 
wd — Len te ie Hú 5 


wswtdg tE He re eeen Land 
2d + Ie — 1 
Gin, s 5 eg 


waarin: 
w= drek Hd igkl H.A di git. 
Op dezelfde wijze als in n°. 878 besluit men hieruit tot n > n/. 
Men kan nu verder met getallen van den vorm (554) tellen 


Z—-lÌ 


door den laatsten coëfficiënt, die < Dn is, met 1 te vermeer- 
deren en de volgende coëfficiënten En (zoo die er zijn) alle 
door — tee te vervangen (verg. n°. 880). 


889. Is een getal in het g-tallig stelsel geschreven, dan kan 
men het op soortgelijke wijze als de in n°. 873 aangegevene tot 
den vorm (554) herleiden (van rechts naar links). Daartoe ver- 
vangen we c; door g — (2 — C;) en vereenigen den term g. 2? = gi! 

gl 


met c‚‚: g#*!; hierin is c, het laatste cijfer van n, dat > ee 


is. Is c‚‚1 = 2 — Ì, dan ontstaat zoo een term 

Gean ili 
die met c;‚2 gi*? tot (c‚‚9 + 1) #*? vereenigd wordt, enz. Deze 
herleiding wordt door het volgende voorbeeld (waarbij g = 7 is) 


genoegzaam verduidelijkt: 
REUSS — 6.76.77 42.78 Onhe Ot ltd hen 


mn WTA LA AE nt EV Alke NAE Aen NN Adin ok Be 
OSE ero sf 20170 ak BE —_2.1°43= 
ORO Tr 1D 2.17 +3= 
en ORT ZT 78 me dek Pe 
= /® net Abel bin ot Ademt HEN Ôn —_2.7° +8. 


FRED. SCHUH, Leerboek der Theoretische Rekenkunde. 29 
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890. Ook de beschouwingen van n®. 884 blijven met voor de 
hand liggende wijzigingen doorgaan. Bij ieder der omzettingen 
wordt een coëfficiënt met g verminderd en de daaraan vooraf- 
gaande coëfficiënt met 1 vermeerderd, waardoor de som der 
coëfficiënten met 2 — l afneemt. Is $ het aantal dier omzettin- 
gen, dan is dus de som der coëfficiënten in de ontwikkeling 
(554) gelijk aan de cijfersom in het g-tallig stelsel verminderd 
met (g — I)S; hierin wordt S uit de ontwikkeling (554) afgeleid 
op de wijze als ín de eigenschap van n°. 884 is aangegeven. 

Zoo blijkt in het voorbeeld van n°. 889 uit den laatsten vorm 
van het daar beschouwde getal (waarvan de coëfficiëntensom 1 
is), dat de som der cijfers in het zeventallig stelsel gelijk is aan: 

Lt 6{(9 —7) + (5 — 4) + (4 —2)}= 1 6.5 = dl. 


891. Talstelsel met wisselend grondtal. Een uitbreiding van 
het schrijven van een natuurlijk getal in het g-tallig stelsel willen 
we híer nog vermelden. De bedoelde uitbreiding bestaat daarin, 
dat de opvolgende machten van g, nl. 1, 2, 2° #5, ef, enz. ver- 
vangen worden door de producten 


1, 2, ALps LiLrLss LLLsle en 
waarin de getallen 2, 25, 23, enz. alle > 1 zijn. Men heeft dien- 
aangaande de eigenschap: 
Ís 


81 Soo EB «ee: 
een oneindig voortloopende rij van gegeven getallen, die alle > 1 


zijn, dan is ieder natuurlijk getal n steeds, en op slechts één 
manier, in den vorm 
in Cn Ore Onit Lm lo On 
F C301220s TCL TOE Co (555) 
te schrijven, waarin: | 
OS CRS Liste 

Neemt men de getallen 2, 25, 23, enz. alle gelijk aan g, dan 

gaat dit in de schrijfwijze in het g-tallig stelsel over. 


892. De eigenschap van n°. 891 wordt weer het eenvoudigst 
bewezen door op te merken, dat c, de (niet negatieve) rest der 
deeling van n door @, is, c,‚ de rest der deeling van het partiëele 
quotiënt door g,, enz. Dit geeft de betrekkingen: 


nr pe DE Ve pn 
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n= + (O Se <2.) 
A1 = Aaa HC (O Sc, < 2), 


qe = q8Z3 + Co (OS es < 23), 


m2 = Gm1Lm-1 an Cm—2 (0 En Cm-2 S Emi), 
m1 = CmZm Tr Cm-1 (OS Cm S Zm,0 S Cm < Emi). 


Daar 2, 2, 23, enz. alle > 1 zijn, worden de partiëele quotiën- 
ten q,, Q2, Jg, enz. voortdurend kleiner (m. a. w. n > qì > qa >q8>.………), 
zoodat men eindelijk een quotiënt qm» = Cm verkrijgt, waarvoor 
geldt qm < Zm+1. Hiermede breekt de rij gelijkheden af. 

Met het voorgaande is tevens de eenvoudigste weg aangegeven 
om de omvorming tot (555) tot stand te brengen. 


893. De eigenschap van n°. 891 blijft doorgaan als eenige of 
oneindig veel der getallen 2, 29, 23, .-.-.. de waarde 1 hebben, 
mits nog oneindig veel dier getallen > 1 zijn. Immers ook dan 
nemen de quotiënten af tot er een quotiënt komt, waarvoor aan 
qm < Zm+1 voldaan is; slechts is er dít verschil, dat nu sommige 
opvolgende quotiënten gelijk zijn, nl. g;1 — qg; als 2; = 1 is. 

Voors = 1voletbut' 0 Ster 2 dat ej =O is. Dit maakt, 
dat dezelfde uitdrukking ontstaat als wanneer g; niet onder de 
getallen 2, 25, 23, enz. was opgenomen. Heeft men b.v: 


N= CALL TH CLE Tr C2DLa TCA + Co 
ENIS da 1 dus C=O, dansoaat dit over in: 
N= CHEF CL HOLA TT Co 
waarbij het getal 2; geheel ís uitgeschakeld. Het heeft dus weinig 
zin toe te laten, dat sommige der getallen 2, 23, 23, enz. gelijk 
aan Ì zijn. 


894. We laten het aan den lezer over aan te toonen, dat men 
bij twee getallen, die op de in de eigenschap van n°. 891 aan- 
gegeven wijze geschreven zijn, het grooter of kleiner zijn op 
geheel dezelfde wijze beoordeelt als bij de schrijfwijze met een 
vast grondtal (zie n°. 420 en 421). Ook het optellen blijft op 
geheel soortgelijke wijze geschieden, zooals gemakkelijk ís na 
te gaan. 

Voor het uitvoeren van een vermenigvuldiging leent zich echter 
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de vorm (555) zeer slecht, daar de vermenigvuldiging tot producten 
van getallen g; voert, die in den vorm (555) niet voorkomen. 
Dit maakt, dat de schrijfwijze (5595) voor ongelijke getallen 
2 Lo Ls enz. practisch zeer aanmerkelijk achterstaat bij de 
gewone schrijfwijze in een talstelsel. 


895. Als een aan het dagelijksch leven ontleend voorbeeld 
van de schrijfwijze (555) van n°. 891 nemen we de verdeeling 
van den tijd in eeuwen, jaren, weken, dagen, uren en minuten 
(daarbij gemakshalve een jaar op 52 weken stellend). Een tijd- 
vak van ec, minuten, c‚ uren, c, dagen, c, weken, c‚ jaren en 
Es eeuwen (6) -<200,0 ES 24 CT 70 SG OZC OD eVvaRdan 

E60 24,07..52 100 SP c4. 602477 .B2 oC 007240 TTC OON ZATEN OO rn 
minuten. Door de samenvoeging tot grootere tijdvakken (die 
b.v. 1000 jaar, 1000000 jaar, enz. bevatten) onbepaald voort te 
zetten krijgt men volledige overeenstemming met (555). 

Tevens doet het voorbeeld nog eens duidelijk uitkomen, dat 
het geen zin heeft sommige der getallen g; gelijk aan 1 te nemen 
(zie n°. 893). Dit zou nl. daarop neerkomen, dat men aan een 
zelfde tijdvak meerdere namen toekent en slechts één dier namen 
gebruikt. 


Aantal combinaties van n elementen p aan p 
deelers van 7 
herhalingscombinaties van „ elementen p aan p 


Nin A5 DES: 


permutaties van „ elementen 


variaties van n elementen p aan p 


Absolute waarde van a 


Aftelbaar oneindig cardinaalgetal 


Binomiaalcoëfficiënt van de nde macht 


Cardinaalgetallen uit a door machtsverheffingen 


afgeleid 


Exponent, waarmede zeker priemgetal in 2! voorkomt 
Gelijkwaardigheid der hoeveelheden A en B 


Getallenpaar gevormd door a en b 
Grondtal van het talstelsel 


Hoeveelheid der beleggingen van de hoeveelheid B 


met elementen der hoeveelheid A 


Indicator van n 


Kleinste transfiniet ordinaalgetal 


Partiëel quotiënt der deeling van a door & 


Product der deelers van n 


dersgetallen. a, 4, …v. 


en Ús 


BONRBELEN 1, At. 1 


Som der cijfers van n 
“der deelers van x 


der getallen a,, 4, .… 


LE} An 


(a,, A5; 3 An, . 


(a, OE 
s(n) 

Ax B 

(a, 5) 


ep 
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(De getallen verwijzen naar de bladzijden). 


Aantal, 123, 236; 
deelers van een getal, 179; 
elementen van een hoeveel- 
heid, 8. 
Aantallen resten (tafel der —), 367. 
Aantallenpaar, 254. 
Absolute waarde, 249, 269; 
van een product, 250; 
van een quotiënt, 270; 
van een som, 250—252. 
Aequivalent, zie gelijkwaardig. 
Afbeelding van hoeveelheden, 6, 
9, 89; 
(gelijkvormige —), 288; 
(identieke —), 90, 290. 
Afgeleide eigenschappen, 3. 
Afhankelijk veranderlijke, 170. 
Afhankelijkheid van vergelijkin- 
gen, 326. 
Aftelbaar oneindige cardinaalge- 
tallen, 90; 
hoeveelheden, 90. 
Aftrekker, 28. 
Aftrekking, 28; 
in talstelsels, 207—211; 
met aantallen, 127; 
met geheele getallen, 265— 266; 
met natuurlijke getallen, 29; 
(kenmerk van deelbaarheid 
door —), 375, 390. 
Aftrektal, 28. 


Aggregaat van machten van 3, 440. 
Algemeen element eener rekenkun- 
dige reeks, 304. 
Algemeene associatieve eigenschap 
der optelling, 21, 96; 
der vermenigvuldiging, 39, 98; 
commutatieve eigenschap der 
optelling 22, 96; 
der vermenigvuldiging, 39, 98; 
distributieve eigenschap der 
machtsverheffing, 50; 
der vermenigvuldiging, 42, 98; 
oplossing van een onbepaalde 
vergelijking, 310, 324, 336. 
Algorithmus der aftrekking, 209— 
20 
der deeling, 2238—230; 
der optelling, 207; 
der vermenigvuldiging, 211— 
ZD, 
ter oplossing van een onbe- 
paalde vergelijking, 314, 332; 
van Eucuipes, 71; 
voor ontbinding van z!, 416; 
voor overgang op een ander 
talstelsel, 230—231. 
ANDRÉ (stelling van —), 428. 
Associatieve eigenschap der optel- 
ling, 237; 
der optelling van aantallen, 125; 
van cardinaalgetallen, 96; 
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van geheele getallen, 261—262, 
282—283; 

van hoeveelheden, 16, 96; 
van natuurlijke getallen, 19—21, 
20 

der vermenigvuldiging, 2387; 
der vermenigvuldiging van 
aantallen, 128—129; 

van cardinaalgetallen, 97, 98; 
van geheele getallen, 263, 280; 
van hoeveelheden, 46, 97; 
van natuurlijke getallen, 39, 
44, 47, 


Beginsel van de permanentie der 
formeele wetten, 237. 
Belegging van een hoeveelheid, 54. 
Benoemde getallen, 57. 
BERNOULLI (JACOB), 25. 
Bernoulliaansch bewijs, 25. 
BERNSTEIN (gelijkwaardigheidsstel- 
ling van SCHRÖDER en —), 93. 
Bewijs door volledige inductie, 25; 
van BERNOULLI, 25; 
van 7 op n + 1, 25. 
Bijzondere oplossing van een onbe- 
paalde vergelijking, 310, 335. 
Bikwadratisch, 170. 
Binomiaalcoëfficiënten, 158. 
Binomium, 152; 
van NEWwWToN, 153, 300. 
Bourguer (stelling van CATALAN 
en —), 421—422. 


CANTOR (GEORG), 89. 

Cardinaalgetal, 90. 

CATALAN (EUGÈNE CHARLES), 419; 
(stelling van —), 419; 
(stelling van — en BourGuET), 
421—422. 

Cijfer, 193; 
der eenheden, 193; 
der gi-tallen, 198. 


Coëfficiènt, 152, 170, 307. 
Combinaties, 137; 
met herhaling, 140. 
Commutatieve eigenschap der op- 
telling, 237; 
der optelling van aantallen, 125; 
van cardinaalgetallen, 96; 
van geheele getallen, 261, 280; 
van hoeveelheden, 15, 96; 
van natuurlijke getallen, 
21—22, 26—27; 
der vermenigvuldiging, 237; 
der vermenigvuldiging van aan- 
tallen, 128; 
van cardinaalgetallen, 97, 98; 
van geheele getallen, 263, 280; 
van hoeveelheden, 46, 97; 
van natuurlijke getallen, 38, 
39, 44—45, 47. 
Complementaire deelen, 124; 
deelers, 57. 
Constante, 171. 
Continuum (machtigheid van het 


18, 


—), 113. 
Correspondeerende elementen, 9. 
Correspondentie _(een-eenduidige 
—), 6, 89. 


Cretenzer (paradox van den —), 
116, 119—122. 
Cyclische verwisseling, 200. 


Decimaal stelsel, 199, 

DEDEKIND (RICHARD) 12, 465. 

Deel van een hoeveelheid, 6; 
(complementair —), 124; 
(echt —), 6, 124. 

Deelbaar door of op een getal, 57; 
getal, 79; 

(onderling —), 69. 

Deelbaarheid door een deeler van 
gt, 841; 
door een deeler van g— 1, 343; 
door een deeler van gf — 1, 348; 
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door een deeler van gf + 1, 351; 
van geheele getallen, 269; 
(hoofdeigenschap der —), 73; 
(kenmerk van — door optelling 
of aftrekking), 372, 375, 390; 
(kenmerk van — met de resten- 
periode), 359—371; 
(samengesteld kenmerk van —), 
342. 
Deeler, 55, 57; 
(complementaire —), 57; 
(echte —), 57; 
(gemeene —), 69; 
(grootste gemeene —), 71, 
307—308. 
Deeling, 55—57; 
in talstelsels, 223 —230; 
met aantallen, 129— 130; 
met geheele getallen, 269—270; 
(opgaande en niet-opgaande 
—), 68. 
Deelstelsel van een stelsel getallen, 
289; 
(echt —), 289. 
Deeltal, 55. 
Definitie door volledige inductie, 
26; 
van de machtsverheffing, 53; 
van de optelling, 25—26; 
van de vermenigvuldiging, 44. 
Dekadische getallen, 199. 
Derde hoofdverbinding, 36. 
Diophantische vergelijking, 306. 
DIioPHANTUS van Alexandrië, 306. 
Distributieve eigenschap der dee- 
ling t. o. v. aftrekking, 63; 
t. o. v. optelling, 683; 
der machtsverheffing t.o.v. 
deeling, 65; 
t. o. v. vermenigvuldiging, 49— 
50; 
der vermenigvuldiging t. 0. v. 
aftrekking, 43; 


der vermenigvuldiging t. o. v. 
optelling, 237; 
voor aantallen, 129; 
voor cardinaalgetallen, 97, 98; 
voor geheele getallen, 264, 
280—281; 
voor hoeveelheden, 46—47, 97; 
voor natuurlijke getallen, 39 
—42, 44, 47, 
Doubleering der natuurlijke getal- 
len, 276. 
Driehoek van Pascar, 159. 
Dyadische getallen, 198. 


Echt deel, 6, 124; 
deelstelsel, 289. 

Echte deeler, 57. 

Een-eenduidige correspondentie 6, 
89. 

Eenheden (cijfer der —), 193. 

Eerste eisch voor volledige induc- 
tie, 25; 
hoofdverbinding, 17. 

Eindige cardinaalgetallen, 90; 
hoeveelheden, 10; 
ordinaalgetallen, 107. 

Eisch voor volledige inductie (eerste 
en tweede —), 25. 

Element eener hoeveelheid, 4; 
(algemeen — eener rekenkun- 
dige reeks), 304. 

Elementen (positieve en negatieve 
—), 298. 

Elfproef, 355. 

Elimineeren, 824. 

Epimenides (paradox van —), 116. 

Eucuipes, 71; 

(algorithmus van —), 71. 

EUuLER (LEONHARD), 177 ; 

(stelling van —), 177. 

Even getallen, 57. 

Evenredigheid (rekenkundige —), 
303. | 
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Existentiebewijs, 313. 

Existentiestelling, 313. 

Exponent, 48; 
behoorende bij een kenmerk 
van deelbaarheid, 390 ; 
(oneigenlijke —), 132. 


Factoren van een product, 36; 
(product van nul —), 181. 

Faculteit van n, 131. 

FERMAT (Pierre DE), 174; 
(stelling van —), 174, 200—201. 

FIBONACCI, 344. 

Formeele wetten (permanentie der 
—), 237. 

Formule van LEGENpreE, 415, 416, 
424: 
van Waris, 149. 

Fu Hi, 198. 

Functie, 170. 

Fundamentaalstelling der reken- 
kunde, 83. 


Gebruikelijke schrijfwijze der nega- 
tieve getallen, 268. 

Geheele getallen als aantallenparen, 
255; 
als paren natuurlijke getallen, 
2173; 


bij de methode der doubleering, | 


276; 

rationale functie, 170, 307; 

(rij der — getallen), 287. 
Gelijkheid bij de methode der dou- 

bleering, 277; 

bij hoeveelheden met twee 

soorten elementen, 294; 

van aantallenparen, 254; 

van geheele getallen, 256; 

van natuurlijke getallen, 2. 
Gelijknamige machten, 49. 
Gelijkvormige afbeelding, 288; 

stelsels getallen, 288. 


Gelijkwaardige hoeveelheden, 89; 
stellen vergelijkingen, 324; 
vergelijkingen, 307. 

Gelijkwaardigheidsstelling van 
SCHRÖDER en BERNSTEIN, 93. 

Gemeen veelvoud, 76, 78; 
(kleinste —), 77, 79. 

Gemeene deeler, 69; 

(grootste —), 11, 85, 307—308. 
Gemiddelde (rekenkundig —), 302. 
Geordende hoeveelheid, 108. 
Gereduceerde vergelijking, 336. 

Getal nul, 123. 

Getallen (benoemde —), 57; 
(deelbare —), 79; 
(dekadische —), 199; 
(dyadische —), 198; 

(eindige —), 90, 107; 

(even —), 57; 

(geheele —), 255, 273, 276, 

285—287; 

(natuurlijke —), 1; 

(negatieve —), 246, 276; 

(onbenoemde —), 57; 

(ondeelbare —), 79; 

(oneindige —), 90, 107; 

(oneven —), 57; 

(positieve —), 246, 276; 

(stelsels —), 238, 271—272, 

276, 288 —292; 

(transfiniete —), 90, 107; 

(triadische —), 439. 
Getaltenhoeveelheid, 12. 
Getallenparen, 253, 271. 

Gewicht van een getal, 344. 

Graad van een geheele rationale 
functie, 170, 307; 
van een term, 307. 

Grondeigenschap betreffende de 
som van positieve getallen, 285; 
betreffende het product van 
positieve getallen, 247, 267; 
der aftrekking, 240. 
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Grondeigenschappen, 3; 


der rechtstreeksche verbindin- . 


gen, 237 —238; 
der volgorde, 238, 247, 267, 
285. 

Grondtal van een macht, 48; 
van een talstelsel, 193; 
(talstelsel met wisselend —), 
450—452. 

Grooter bij aantallen, 126; 
bij aantallenparen, 258; 
bij cardinaalgetallen, 91; 
bij de methode der doublee- 
ring, 277; 
bij geheele getallen, 259; 
bij hoeveelheden met 


bij natuurlijke getallen, 1; 
in talstelsels, 196. 

Grootste gemeene deeler van ge- 
heele getallen, 307 —308; 


van natuurlijke getallen, 71, 85; 


getal van een getallenhoeveel- 
heid, 13, 85. 

Grootte (rangschikking naar de —), 
14. 


HANKEL (HERMANN), 237. 
Herhalingscombinaties, 140. 
Herleiden (op nul —), 307. 
Herleidingsfactor, 372, 375, 390. 


twee | 
soorten elementen, 294295; 


| 
| 


| 
| 


Herleidingsfactoren (periode van 


—), 399 —402; 

(tafel van —), 395—397. 
Hoeveelheid, 4; 

der natuurlijke getallen, 11; 


met twee soorten elementen, 


293; 

van alle dingen, 115; 

(aantal elementen van een —), 
8; 

(complementair deel van een 
—), 124; 


(deel van een —), 6; 

(echt deel van een —), 6, 124; 

(eindige —), 10; 

(oneindige —), 10; 

(paradoxale —), 115; 

(transfiniete —), 10. 
Hoofdbewerking, zie -verbinding. 


Hoofdeigenschap der deelbaarheid, 


13: 
der rekenkunde, 8; 
van het tellen, 8. 


‚ Hoofdverbinding (derde —), 36; 


(eerste —), 17; 
(tweede —), 28; 
(vierde —), 55. 


Hdentieke aantallenparen, 254; 
afbeelding, 90, 290. 


| llatieteeken, 193. 
‚ Indicator van een getal, 176, 465, 


Inductie (bewijs door volledige —), 
25; | 
(definitie door volledige —), 26. 


Kenmerk van deelbaarheid door 
aftrekking, 375; 
door een deeler van gf, 341; 
door een deeler van g — 1, 343; 
door een deeler van gt — 1, 
348; 
door een deeler van gt + 1, 
391; 
door optelling, 372; 
met de restenperiode, 359; 
(samengesteld —), 342; 
(uitgebreid — door optelling 
of aftrekking), 390; 

- (uitgebreid — met de resten- 

periode), 370. 

Kleiner, zie grooter. 

Kleinste gemeene veelvoud, 77,79; 
getal van een getallenhoeveel- 
heid, 13, 85; 
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transfiniet cardinaalgetal, 92. 
Kwadraat, 48, 180. 
Kwadratisch, 170. 

Kubisch, 170. 


Leenen, 208. 

LEGENDRE (ADRIEN MARIE), 415; 
(formule —), 415, 416, 424. 

LEONARDO VAN Pisa, 344. 

Lineaire geheele rationale functie, 
17050807 
onbepaalde vergelijking, 307. 


Macht, 48; 
van een binomium, 152—154, 
300; 
van een geheele rationale func- 
tie, 171—173; 
van een polynomium, 161—166; 
(gelijknamige —), 49; 
(oneigenlijke —), 132. 
Machtigheid, 90; 
van het continuum, 113; 
(aftelbaar oneindige —), 90. 
Machtsverheffing met exponent 
nul, 132; 
met grondtal nul, 131; 
van cardinaalgetallen, 98; 
van hoeveelheden, 98; 
van natuurlijke getallen, 48, 53. 
Merkwaardige producten en quo- 
tiënten, 66—67, 135, 299, 
Methode der aantallenparen, 254; 
der doubleering van de natuur- 
lijke getallen, 276; 
der getallenparen, 271; 
der paren natuurlijke getallen, 
278; 
der volledige inductie, 25. 
Middelevenredig (rekenkundig —), 
303. 
Middelste term van een rekenkun- 
dige reeks, 305. 


Modulus der optelling, 125; 
der vermenigvuldiging, 37. 
Moduluseigenschap der optelling, 
237; 
der optelling van aantallen, 125; 
van geheele getallen, 262, 275, 
280; 
der vermenigvuldiging, 238; 
der vermenigvuldiging van aan- 
tallen, 129; 
van geheele getallen, 263, 280; 
van natuurlijke getallen, 37. 
Mogelijkheid der aftrekking bij aan- 
tallen, 127; 
bij geheele getallen, 265; 
bij natuurlijke getallen, 29; 
(stelling omtrent de —), 238. 


Natuurlijke getallen, 1. 

Negatieve getallen, 246, 276; 
(gebruikelijke schrijfwijze der 
—), 268. 

Negenproef, 346. 

Newton (Isaac), 153; 

(binomium —), 153, 300. 
Niet-opgaande deeling, 68. 
Notaties, 453. 

Nul, 123; 

als geheel getal, 275; 

(op — herleiden), 307; 

(product van — factoren), 181; 

(som van — termen), 130. 
Nulhoeveelheid, 123. 


Omkeering der optelling, 28; 
der vermenigvuldiging, 55. 
Onafhankelijk veranderlijke, 170. 
Onbekenden eener onbepaalde ver- 
gelijking, 306. 
Onbenoemde getallen, 57. 
Onbepaalde vergelijkingen met 
meer dan twee onbekenden, 
323—339; 


461 


met twee onbekenden, 306— 
323. 
Ondeelbaar getal, 79; 
(onderling —), 69. 
Onderling deelbaar, 69; 
ondeelbaar, 69. 
Ondubbelzinnigheid der aftrekking, 
28; 
der deeling, 55; 
der ontbinding in priemfacto- 
ren, 83; 
der optelling, 17—18, 237; 
der schrijfwijze in een talstel- 
sel, 194; 
der splitsing in een aggregaat 
van machten van 3, 443; 
der vermenigvuldiging, 237; 
van het telresultaat, 8. 
Oneigenlijke exponent, 132; 
macht, 132. 
Oneindig cardinaalgetal, 90; 
ordinaalgetal, 107; 
(aftelbaar —), 90. 
Oneindige hoeveelheid, 10. 
Oneven getallen, 57. 
Ongelijkheid, zie gelijkheid. 
Ontbinding in priemfactoren, 81 — 
83, 409 —4153. 
Opgaande deeling, 68. 
Oplossing van een onbepaalde ver- 
gelijking, 306; 
(algemeene —), 310, 324, 336; 
(bijzondere —), 310, 335; 
(particuliere —), 310, 335; 
(positieve —), 821, 337. 
Op nul herleiden, 307. 
Opteller, 36. 
Optelling bij de methode der dou- 
bleering, 277; 
bij hoeveelheden met twee 
soorten elementen, 295; 
door tellen, 18; 
door tellen en terugtellen, 287; 


gedefiniëerd door 
inductie, 25—26; 
in talstelsels, 204—207; 
van aantallen, 125; 
van aantallenparen, 260; 
van cardinaalgetallen, 96; 
van geheele getallen, 260—261, 
277, 287; 
van hoeveelheden, 15, 96; 
van natuurlijke getallen, 17, 18, 
25—26; 
van ordinaalgetallen, 107; 
(kenmerk van deelbaarheid door 
—), 372, 390; 
(tafel van —), 204. 

Opteltal, 36. 

Ordinaalgetal, 106. 

Overgang op een ander talstelsel, 
230—235. 


volledige 


Paradox van Epimenides, den 
Cretenzer, 116, 119—122; 
van RusserL, 115—116. 

Paradoxale hoeveelheden, 115. 

Paring van aantallen, 254; 
van getallen, 271; 
van natuurlijke getallen, 273. 

Particuliere oplossing van een 
onbepaalde vergelijking, 810, 
335. 

Partiëel quotiënt bij niet-opgaande 
deeling, 68; 
bij opgaande deeling, 181, 215, 
465. 

Partitieprobleem, 169, 173, 337. 

PascaL (Braise), 25, 153, 159, 359; 
(driehoek van —), 159. 

Periode van herleidingsfactoren, 
999—402; 
van resten, 308. 

Permanentie der formeele wetten, 
Za 

Permutaties, 137; 
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met gelijke elementen, 142— 

143. 

DE PorianNac (stelling van —), 435. 

Polynomiaalcoëfficiënt, 161, 418. 

Polynomium, 161. 

Positieve getallen, 246, 276; 
oplossingen van een onbe- 
paalde vergelijking, 321, 337. 

Praedicatief, 117. 

Priem, 79; 

(relatief —), 69. 
Priemdeeler, 80. 
Priemfactoren, 80; 

(ontbinding in 

409—418. 
Priemgetal, 79. 
Product, 36; 

deDmUEelers van seer moetal, 

183—184; 

van nul factoren, 131; 

van positieve getallen, 247, 267; 

(absolute waarde van een —), 

250; 

(merkwaardig —), 66; 

zie verder vermenigvuldiging. 
Producthoeveelheid, 45, 97. 
Proeven op vermenigvuldiging en 

deeling, 345—3847, 355—306. 


ER 


Ouotiënt, 57; 
(absolute waarde van een —), 
20 
(merkwaardig —), 66—67, 135, 
299; 
(partiëel —), 68, 181, 215, 465. 
Quotiëntbepaling bij de kenmerken 
van deelbaarheid door optel- 
ling of aftrekking, 384—889; 
bij de uitgebreide kenmerken 
door optelling of aftrekking, 
406—409. 


Fang van een cijfer, 193. 


Ranenummer, 5. 

Rangschikking naar de grootte, 14. 

Rationale (geheele — functie), 107, 
307, 

Rechtstreeksche verbindingen 
(grondeigenschappen der —), 
237—238. 

Reciproke betrekking, 57, 123, 241. 

Reductiefactor, 372, 375, 390. 

Reductiefactoren (periode van —), 
399—402; 

(tafel van —), 395—397. 
Reeks (rekenkundige —), 308. 
Rekenkundig gemiddelde, 302; 

middelevenredig, 303. 
Rekenkundige evenredigheid, 303; 

reeks, 303. 

Rekenwijze, zie algorithmus. 

Relatief priem, 69. 

Repeteeren der herleidingsfactoren, 
399; 
der resten, 358. 

Representanten van een geheel 
getal, 256. 

Rest eener al of niet opgaande 
deeling, 215, 465; 
eener niet-opgaande deeling,69; 
eener opgaande deeling, 195, 
465. 

Restbepaling bij kenmerken van 
deelbaarheid, 8346, 348, 355, 
359, 404— 406. 

Resten (periode van —), 358; 
(tafel der aantallen —), 367. 

Restenperiode, 358; 
(tafel der —), 363864. 

Resultaat der telling, 5. 

Rij der geheele getallen, 287; 
der natuurlijke getallen, 1. 

RusseLr (paradox van —), 115—116. 


Samengesteld kenmerk van deel- 
baarheid, 342. 
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Schaal (term der —), 193. 
Schrijfwijze (gebruikelijke — der 
negatieve getallen), 268; 
zie verder notaties, 453. 
ScHRÖDER (gelijkwaardigheidsstel- 

ling van — en BERNSTEIN), 98. 
Som,.15 en 17; 

der cijfers van een product, 

433 —434; 

der cijfers van een som, 431; 

der deelers van een getal, 

182—183; 

van nul termen, 130; 

van opvolgende elementen ee- 

ner rekenkundige reeks, 304— 

305; ‚ 

van positieve getallen, 285; 

(absolute waarde van een —), 

250—252; 

zie verder optelling. 
Somhoèveelheid, 15, 96. 
Stelling van ANDRÉ, 428; 

van CATALAN, 419; 

van CATALAN en BOURGUET, 

421 —422; 

van Eurer, 177; 

van FERMAT, 174, 200—201; 

van DE POLIGNAC, 435. 
Stelsels getallen, 238, 271—272, | 

276, 288—292; | 

(gelijkvormige —), 288. | 
StireL (MicHaeEL), 159, 344, | 
Symmetrische betrekking, 254. 


Tafel van optelling, 204; 
van vermenigvuldiging, 211; 
zie verder 454. 

Talstelsel, 193; 
met wisselend grondtal, 450 — 
452; 
(aftrekken in een —), 207 —211; 
(deelen in een —), 223—230; 
(grondtal van een —), 193; 


(optellen in een —), 204—207; 
(overgang op een ander —), 
230—235; 
(vermenigvuldigen in een —), 
211215, 

Teeken (positief of negatief —), 250. 

Teekenverandering, 269. 

Tegengestelde van een getal, 241, 
ZOOI, 

Tellen, 4, 287; 
in een talstelsel, 196; 
met aggregaten van machten 
van 3, 443. 

Termen der schaal, 193; 
vanteen som, 17, 18: 

Terugtellen, 287. 

Tientallig stelsel, 198 — 199. 

Toepassing der negatieve getallen 
op het binomium van NEwTon, 
300— 302; 
op merkwaardige quotiënten, 
298— 300. 

Transfiniete cardinaalgetallen, 90; 
hoeveelheden, 10; 
ordinaalgetallen, 107. 

Transitieve eigenschap der deel- 
baarheid, 58; 
der gelijkheid, 3; 
der gelijkheid van aantallen- 
paren, 255; 
der gelijkwaardigheid, 89—90; 
van grooter en kleiner, 238; 
van grooter en kleiner bij aan- 
tallen, 126; 
bij cardinaalgetallen, 94; 
bij geheele getallen, 259, 283 — 
284; 
bij natuurlijke getallen, 2—3. 

Triadische getallen, 439. 

TscHu scH1 Kin, 159, 

Tweede eisch voor volledige induc- 
tie, 25; 
hoofdverbinding, 28. 
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Tweetallig stelsel, 198, 424—427. 
Tweeterm, 152. 


Uitgebreid kenmerk van deelbaar- 
heid door optelling of aftrek- 
king, 390; 
met de restenperiode, 370. 


Variaties, 136. 
Veelterm, 161; 
ins, 70, 
Veelvoud, 57; 
(gemeen —), 76, 78; 
(kleinste gemeen —), 77, 79. 
Veranderlijke (afhankelijk —), 170; 
(onafhankelijk —), 170. 
Verbinden van getallen, 17; 
van hoeveelheden, 15. 
Verdeelingsdeeling, 56. 
Verdeelingsprobleem, 169, 173, 337. 
Vergelijkbaarheid van hoeveelhe- 
den, 95. 
Vergelijking, 28; 
(Diophantische —), 306; 
(gereduceerde —), 336; 
(onbepaalde —), 306. 
Verhoudingsdeeling, 56. 
Vermenigvuldiger, 36. 
Vermenigvuldiging bij de methode 
der doubleering, 278; 
bij hoeveelheden met twee 
soorten elementen, 295—296; 
gedefiniëerd door volledige 
inductie, 44; 
in talstelsels, 211—215; 
met nul, 128, 243; 
van aantallen, 128; 
van aantallenparen, 262; 
van cardinaalgetallen, 97; 
van geheele getallen, 263, 278; 


van hoeveelheden, 45-—46, 97; 
van natuurlijke getallen, 36, 44; 
(tafel van —), 211. 
Vermenigvuldigtal, 36. 
Verschil, 30; 
van een rekenkundige reeks, 
303. | 
Verwantschap, zie correspondentie. 
Verwisselbaar, 15. 
Verwisseling (cyclische —), 200. 
Verzameling, zie hoeveelheid. 
Vierde hoofdverbinding, 55. 
Vierkant, 48, 180. 
Volgorde (grondeigenschappen der 
—), 238, 247, 267, 285. 
Volledige inductie (bewijs door —), 
25; 
(definitie der machtsverheffing 
door —), 53; 
(definitie der optelling door —), 
25—26. 
(definitie der vermenigvuldi- 
ging door —), 44. 

Volstrekt, zie absoluut. 


Waarde (absolute of volstrekte —), 
249, 269; 
van een product, 250; 
van een quotiënt, 270; 
van een som, 250—252. 
Waris (Jorn), 149; 
(formule van —), 149. 
Wederkeerige betrekking, 57, 128, 
241. 
Welgeordende hoeveelheid, 108. 
Wisselend (talstelsel met — grond- 
tal), 450—452. 
Wisseling van talstelsel, 230—235. 
Wortel, 184. 
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DEDEKIND 


voor n= 0 
is (moet 
dit getal 


(zierne 1608), 


404. 


in n°. 482). 


beschowd 
in n@. 434 
hetgeen 


geheel getal van 
schillend 

Erde. 
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RICHARD DEDEKIND (Was sind 
und was sollen die Zahlen?, 
1888) 

voor n= Ì 

is) moet 

dit getal, dat de indicator 
van n genoemd wordt, 
(zie n°. 168), waaronder 
a:b te verstaan is als a 
door b deelbaar is, 

404. Verdere eigenschap- 
pen betreffende G. G. D. 
en K. G. V. 

in n°. 482); hierbij is de rest 
van een opgaande deeling 
als 0 te beschouwen. 
beschouwd 

in n°. 4438 - 

waarin 7 de rest der deeling 
van a door & is, hetgeen 
geheel van 
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